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Capítulo 1 — Coordenadas na reta 


Capítulo 2 — Coordenadas cartesianas no plano 


Capítulo 


Coordenadas na reta 


1.1 — SEGMENTO DE RETA 


Dados dois pontos A e B, vamos representar o segmento de reta de extre- 
midades A e B por AB (ou por BA). 
AS > >>> —>—>—>———————————s B 
AB 
Fig. 1.1 
Se adotarmos um segmento unitário OU, em relação ao qual podemos medir 
o comprimento de outro 'segmento qualquer, indicaremos o comprimento do 
segmento de reta AB por 


med. AB 
Exemplos 
(0) U A B C D E med. AB E | 
Es ac ee med. AD = 3 
u u u u u med. EC = 2 


O símbolo med. AB pode ser lido: 


“medida do segmento AB” 
ou “comprimento do segmento AB” 
ou “módulo do segmento AB” 
ou, ainda, “distância entre os pontos A e B”. 


Esta última leitura é usual na Geometria Analítica; para ela também usamos 
o símbolo: 


Assim, nos exemplos acima podemos escrever: 
Dinssid dp = 2 dec = 2 


AB 
E Segmento nulo — No caso em que os pontos A e B coincidem, o segmento 
AB é chamado segmento nulo; adotaremos: 


med. ÀB = d,g = O 


1.2 — SEGMENTO ORIENTADO 


Sobre um segmento de reta AB podemos fixar dois sentidos de percurso: 
um de A para Be o outro de B para A. 

Quando sobre o segmento AB fixamos um dos sentidos de percurso, cons- 
truímos um novo objeto matemático: o segmento orientado. 

Se o sentido escolhido for o de A para B, o segmento orientado será 
indicado por 


onde o ponto À é chamado de origem do segmento orientado e o ponto B, de 
. = 

extremidade do segmento orientado. Por outro lado, BÁ indicará o segmento 

orientado de B para A: a origem é B e a extremidade é A. Veja a figura 1.2: 


AS —>———eB A B AS ——>—>———s 8 


AB AB BR 
Fig. 1.2 


a No. caso em que AB é o segmento nulo, para os segmentos orientados 
AB e BA não definimos sentido. 


1.3 — EIXO 


Numa reta temos dois sentidos. Podemos chamar um deles de positivo e o 
outro de negativo Chamamos de reta orientada ou eixo uma reta sobre a qual 
foi feita a escolha de qual é o sentido positivo. Nos desenhos, o sentido positivo 
do eixo é indicado por uma flecha. 


RR ————— ee nã 
Fig. 1.3 (sentido positivo) 


1.4 —- MEDIDA ALGÉBRICA DE UM SEGMENTO ORIENTADO 


Consideremos um eixo e e um segmento unitário OU através do qual pode- 
mos medir o comprimento de segmentos contidos no eixo. Dados dois pontos 
distintos A e B, a medida algébrica do segmento orientado AB é um número 
real indicado por 


e dado por +ôAB Ou - dAB, conforme o sentido de AB concordar ou discordar do 
sentido de e (fig. 1.4). 


Fig. 1.4 


Observações: 12) Se A =B, os segmentos nulos AB e BA têm medida algébrica 
AB = BA = 0. 
22) É imediato que, em qualquer situação dos pontos A e B: 


Exemplos 
a) 
(6) U A pe B D E 
- ] ————eieeee | eee 
ES == pi e A 
u u u u 
AB=2 FD = -3 
b) (o) U A B 
-——>—— + 2 DD DD» > —»>———>——+1———>—+1 e 
M | ÇA, 
u u u 
AB=3 AB = -BA 
BA = -3 


1.5 — SISTEMA DE COORDENADAS ABSCISSAS 


Consideremos sobre um eixo e um ponto O e um segmento unitário. Dado 
um ponto P qualquer desse eixo, a abscissa de P é um número real indicado por 


Xp (o) P 
DR 
(o) Xp j 
e tal que: 


Fig. 1.5 


O ponto O será chamado origem das abscissas e a abscissa de O é igual a zero. 


Exemplo 
E D U A 3 c 
o O 1 ds 3 9 e 
Fig. 1.6 é 
xs = OA=V3 xp = OD = -1 
xp = OB=3 xp = OE = -2 
x =00-5 zo = O 


Para indicar que a abscissa de um ponto P é o número xp, costuma-se escrever: 
P(xp) 
Assim, no exemplo anterior temos: 
9 
A(vV 3) 5) 


B(3) D(-1) 


Com a definição de abscissa de um ponto, o que fizemos foi estabelecer uma 
correspondência bijetora entre os números reais e os pontos do eixo: 


a cada ponto do eixo corresponde um único número real 
E 


a cada número real corresponde um único ponto do eixo 


hd 

Essa correspondência é chamada sistema de coordenadas abscissas ou sim- 
plesmente sistema de abscissas. 

Observe que a abscissa de um ponto P determina por completo a posição 
de P sobre e. O módulo da abscissa dá a distância do ponto P à origem O; o sinal 
da abscissa determina em que “lado” do ponto O está situado o ponto P; se a 
abscissa é positiva, o ponto P está situado a “caminho” do sentido positivo com 
respeito a O; se a abscissa é negativa, o ponto P está situado a “caminho” do 
sentido negativo com respeito a O; se a abscissa é zero, P é a origem O. De uma 
forma intuitiva, com relação à figura abaixo: 


(6) 
mel 
: ' É ist e 
abscissas negativas | abscissas positivas 
X0 =0 


estão situados “à direita” de O os pontos de abscissas positivas; estão situados 
“a esquerda” de O os pontos de abscissas negativas. 

É possível, agora, expressar a medida algébrica de um segmento orientado 
AB através das abscissas de sua origem e de sua extremidade: consideremos dois 
pontos A e B de abscissas xa e xp respectivamente. É fácil perceber (fig. 1.7) que: 


o a pois neem 
É sa *B ou seja, 
E 


Ea a 
AB = xp -xX Li 
Fig. 1.7 Bem | 


Enunciamos assim que: 


A medida algébrica de um segmento orientado é igual à diferença entre 


a abscissa da extremidade e a abscissa da origem do segmento. 


Exemplos 


A 
E MEN AB= 1-4 = -3 
0 1 2 3 4 
: - Ee AB 3 Ê, 5 
[maga neo premiere | = E pe = 
-2 1 0 1 A 3 6) ( ) 


B pras 
E sa.A B:t-geas 
-2 -1 0 1 E) 3 


Ee CO, mR=cã-(9=1 


Ms, Ps Betta 


Por outro lado, se quisermos a distância entre os pontos A e B, basta 


calcular o módulo da medida algébrica do segmento orientado AB (ou BA): 


Exercícios Resolvidos 


1.1) 


1.2) 


1.3) 


Determine a abscissa do ponto P, sabendo que PM = -4 e XM = Te 


Solução 
PM = -4 =>xy-xp="4 
Como Xy = 7, temos: 7 - xp = -4 


Portanto: xp = 11 


Sendo A, Be C pontos quaisquer pertencentes a um mesmo eixo, verifique que: 
AB + BC+CA=-0 (Relação de Chasles) 

Solução 

AB E BC e CA = «g-XA) 5 («c- xp) + «A-x0O = 


-XA*XA + xp-Xp t Xc-x0=0 
Num eixo temos os pontos A(-1), B(2) e C(-3). Calcule a abscissa do ponto P 
(do mesmo eixo) tal que: 
AP-.AB + BR.CP + AC=0 
Solução , 
AP-AB = (xp-xa)(xp-xa) = (xpt1)(2+1) = 3xp+3 
BP.CP = (xp-xp)(xp-x0) = (xp-2)(xp+3) = xp + xp-6 
AC=x0-x,="3+1=-2 


Assim: 
AP .AB+BP.CP+AC = 0 <= (3xp+3) + (xp + xp-6) + (2) = 0 


<= x5 + 4xp-5=0<>xp=-5 ou xp=1 


14) 


s 


Sejam A(-7) e B(4) pontos de um mesmo eixo. Determine a abscissa do ponto P do 
mesmo eixo tal que: 


a) ôAp = 20Bp b) dap < 3xp 


Solução 


Temos: 


dap=Ixp-xal= |xp+7] 
ôBp = Ixp-xgl = Ixp-4] 
Utilizando as propriedades do mó- 
dulo recordadas no quadro ao lado, po- 
demos escrever: 


a) dAP = 2ôBPp <=> Ixp + qti= 2Ixp - 4| <=> Ixp+7l= |2xp- 8] =, 
<= xpt7 = 2xp-8 ou xpt7 =-(2xp-8) <=> 
1 
+= xp = 15 ou Xp=7 
b) dap < 3xg += |xp+7]< 304 = “12 < xp+7 < 12 6 
= -19 < xp<5 b 


Exercícios Propostos 


1.5) 


1.6) 


1.7) 


1.8) 


1.9) 


Sendo A e B pontos de um mesmo eixo, determine a abscissa de A nos seguintes casos: 
aa x;=4e AB=-1 d)xp=-Se AB=5 


Os pontos A(-3), B(2) e C(-1) pertencem a um mesmo eixo. Determine a abscissa do 
ponto P desse eixo em cada caso: 


a) AP + AC + BP=0 b) AP.PB= 6 


Sendo M(-5) e R(3) pontos de um mesmo eixo, determine a abscissa do ponto A 
tal que: 
a) ôMA = 40AR b) ôMA < 20MR c) dAR>S ôMR 
Se A(a) e B(b) são pontos de um eixo e, para os quais: 
AB = m-BA, 
estude, segundo os valores de m, m E R, as posições relativas de A e B. 


Dados n pontos, n 2 2, de um eixo e: Py, Pa, ..., Pn, de abscissas X1, X2, ..., Xn; 
respectivamente, determine a abscissa x de um ponto P do mesmo eixo tal que: 


n 
> PP=a, a€ER, dado. 
i=1 


1.6 — PONTO MÉDIO 


Consideremos em um eixo um segmento AB cujo ponto médio é M. 
Supondo conhecidas as abscissas de A e B, vamos calcular a abscissa de M. 


A M B 
—j > di ia ii 
XA Xm XB XB Xm “A 
Em qualquer caso teremos AM = MB. 
Porém: | 
AM = MB e» xy-XA = XB-XM = 2xM = XA t XB 
Portanto: 
Exemplo 


O ponto médio (M) do segmento AB da figura abaixo, tem abscissa dada por: 


A M | B 
DS O Aa 
-2 -1 0 1 1 2 3 
4 
Ma DAS RS Ds 
cedniniaid Ea sr 


Exercícios Resolvidos 


1.10) Sendo R(- Ee e S() pontos de um mesmo eixo, determine a abscissa do ponto 


médio do segmento SR. 


Solução 
Sendo M o ponto médio de SR temos: EA pa e a 
5 3 o é = 
xs tap (o) +) ] 4 8 
EM ses ES 4 Es 


1.11) As abscissas das extremidades do segmento DE são as raízes da equação 8x2 - 6x - 5= 0. 
Sendo M o ponto médio de DE, determine a abscissa de M. 


10 


UP o Webdy 


Solução 
19 modo 


Vamos resolver a equação 8x2 - 6x - 5 = O: 


A = (6)? - 4(8)(-5) = 196 


VA =14 


16 1 
E 
Supondo x; > xp temos: D M E 
— 
1 5 SE x 5 
CB as CAP 2 " 4 
Assim: 
5 
tis CD 43 
XxM = 2 = 3 = EST Bs 
2º modo 
Como sabemos, dada a equação 


ax? + bx + c=0 


onde a, b e c são reais (com a É 0), a soma das raízes é dada por: 


-b 
x! a x! E 


Os números xp e xp são as raízes de 8x2 - 6x - 5 = 0. 


Portanto: XD * XE «= z 
3 
+ 
Assim XM «Doses 


Observação: 


É óbvio que, resolvendo o problema por este 29 modo, devemos antes 
verificar se as raízes da equação proposta são reais. Para tanto, calculamos 
o discriminante (A) e desde que 4 2 0, podemos garantir que as raízes 
são reais. No caso À = Q as raízes seriam iguais e o segmento DE seria o 
segmento nulo (os pontos D e E seriam coincidentes) e neste caso teríamos: 


AM = p= XE 


1.12) Os pontos A(-5) e B(2) pertencem a um mesmo eixo. Determine a abscissa do ponto 
simétrico de A em relação a B. 


E 


“A B A! 
e 
-5 Pa x 


Seja A'(x) o simétrico de A em relação a 
B. Neste caso o ponto B é o ponto mé- 
dio do segmento AA e portanto: 


3 XA + XA! 
XB E E | 
ou: 2= da E 


Resolvendo a equação obtemos x = 9. 


Exercícios Propostos 


£ 


1.13) Determine a abscissa do ponto médio do segmento AB,tal que A(- 32) e B( 2. 


1.14) As abscissas das extremidades do segmento R$ são as raízes da equação x2 -3 X= MA. 0. 
Sendo M o ponto médio do segmento R$, determine a abscissa de M. 


1.15) Se Me N são pontos médios dos segmentos AB e CD, ambos contidos num eixo de 
abscissas, prove que: 


ma - AC+BD AD+BC 
2 2 
1 


1.16) O ponto M(- ES é o ponto médio do segmento DE. Sabendo que a abscissa de D é 7º 


calcule a abscissa de E. 


1.17) Num sistema de coordenadas abscissas temos os pontos DS) e E(7). Determine a 


abscissa do simétrico de E em-relação a D. 


1.7 — RAZÃO DE SEÇÃO à 


Em um eixo € consideremos um segmento orientado AB (não nulo). Consi- 
deremos sobre o na eixo um ponto S tal que S  B. Dizemos que: 


12 


F Exemplos 


A s B ag á RR 
É E” a) APR EE O ponto S divide o segmento orientado AB 


DN Medo st 


na razão de seção r dada por: 


AS = 
La ba 
Do pe O ponto S divide o segmento orientado AB 


05811 .2 3:.54.,.5, 16 
na razão de seção r tal que: 


EEE, Gedeão 
" SB s2>2:> 2 
A B s cid à —, 
Ji, $+ O ponto S divide o segmento orientado AB 
Ora O LA BE 
= na razão de seção r tal que: 
ta a cur ds 
Co q í% 
(Repare que o ponto divisor pode estar “fora” do segmento orientado) 
A PP O ponto T divide o segmento orientado 
Ao O Td cd 
—s 
MN na razão de seção r tal que: 
MT -4 
a pi TU 
—>» 
e) A=Ss B O ponto S divide o segmento orientado AB 
O .. 220734 4 
É 
na razão de seção r tal que: 
| Gr 
=" 3: 


—+ 
Consideremos novamente o segmento orientado AB (não nulo) e um ponto 


E SRA ps AS 
S que divide AB na razão r = = Devemos observar que: 


! + 19) O ponto S não pode coincidir com a extremidade do segmento orientado 
- (SB) pois isso faria com que o denominador SB fosse igual a zero. 
ú 
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29) O ponto S pode coincidir com a origem do segmento orientado (S = A) - 
e neste caso teremos: 


E = ae 
"SB SB. 
“(Veja o exemplo e, acima.) 
30) Se o ponto S for interno ao 
—», =s [=> A s B 
segmento orientado AB, teremos AS e SB =. SA a 
com o mesmo sentido e portanto SS 
AS As is 
A ' 
= Ed >0 r>0 
49) Se o ponto, S for exterior aq E a á 
segmento orientado AB, teremos AS e SB DS E E a 
com sentidos opostos e portanto: DR AS 
a AS 0 ! . I 158 
* r<0 
50) Se S for ponto médio de AB, 
teremos AS = SB e portanto: A s B 
Ss pf» 
r= Do 1 
= - 


69) O valor de r não depende da orientação do eixo nem da unidade de me- 
dida adotada. 


79) Supondo S * B temos: 


AS Xg- 
ç Ee id I = => [XB- IXg=XS-XA (L+r)xg=xA tIxp 


Admitindo 1 + r £ O temos: 


Dê XA E [Xp 
«sc E 


8º) A dedução da fórmula anterior nos sugere que 1 + r £0, isto é, r &-l1. 
De fato, se tivéssemos r = -1: 


AS XX 
Faqs tudo A qto ode E 
- SB Xp -Xg 
— 
Vemos então que para r = -1 o segmento AB seria nulo o que contraria a 


definição. Assim, a razão de seção 'r pode ser um número real qualquer diferente 
de -1. 
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90) Alguns autores representam r pela notação 
(ABS) . 


isto é: 
(ABS) = 


Assim, por exemplo, temos: 


(MNT) = 


(RSM) = 


Exercícios Resolvidos 


1.18) Dados os pontos AS), BS) e R(4), determine a razão de seção em que o ponto R 
divide: 
—-— 
a) o segmento orientado AB 
b) o segmento orientado BA 


Solução 
-3 
) AR xp-xa o q! <s 
de e a 40 
E 
BR xp-xp. Se 40 
cd a A 


1.19) Dados M(-5) e N(4), determine a abscissa do ponto R que divide o segmento orientado 


— +» 2 
NM na razão r = - 3º 
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Solução 


19 modo 
“De acordo com a definição temos: 
r= Rei: e portanto: 
É SS 
9] = 
a cio ou ainda: 
3 xMm-X*R 
2 XR -4 
3.0 -5- XR 
Resolvendo esta equação obtemos: 
XR =p) 
29 modo 
Podemos usar diretamente a equação 1.4: 
2 
CAN tIM O “3 E 365) "08 
CRU AE o 5) % 
L+(- 3) 


1.20) Sendo M(-2) e N(6) determine as abscissas dos pontos que dividem o segmento MN em 
três partes de mesmo comprimento. 


Solução 
A M A B N 
Sejam A e Bospontos procurados, ——-——>—> >> ————+—r 
=2 6 
e á Sã = MA 1 
O ponto A divide o segmento orientado MN na razão r; = E dE Portanto, 
de acordo com a fórmula temos: 
1 
-2 + (— 
A l+r1 a dE 
2 
E À a " MB 
O ponto B divide o segmento orientado MN na razão 1) = “BN” 2. Portanto: 


o XM trxN O -2+(D(6) 10 
E PRO EE edson 1 a À 


O ponto B também pode ser obtido observando-se que ele é o ponto médio de 
AN. Assim: 


2 
MESA, 10 


cá PD q 
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, — 
1.21) Dados A(-4) e B(), determine até que ponto o segmento orientado AB deve ser pro- 


—> 
longado (no mesmo sentido de AB) de modo que seu comprimento fique quadruplicado. 


Solução 
19 modo 


; Seja S o ponto procurado. 


a a a a 
Ao p——A ll, A ll Aol 
A B a 
D+ 
-4 5 


2 


De acordo com o que pede o problema, devemos ter: 
AS = 4AB 
isto é: Xg->XA= 4(xp - XA) 
Substituindo os valores conhecidos obtemos a equação 
x - (4) = at5- (-4)] 
y que, resolvida, nos fornece xg = 22 


2º modo 


az 


e à RT ss 4a 4 
O ponto S divide o segmento orientado AB na razão r = DEE ga 


Portanto, de acordo com a fórmula temos: 
dad 

id ato (IES 

O XA tIXxB A ( 3247) 


goi gomos 22 
Xg L+r e Da 
3 


-— 
1.22) O segmento orientado AB é dividido em três partes de comprimentos iguais pelos 
pontos C(-2) e D(5). Determine as abscissas de A e B. 


Solução 
A Cc D B 
2 D——»+— &—1|———& 1 
” 2 5 


O ponto C é ponto médio do segmento AD e portanto: 
KA E x Ea FO 
A D A 
XA-= E cm Dia Ea e gs e E = 
e 2 2 A 
O ponto D é ponto médio do segmento CB e assim: 
> Tas aÃ < = de 
EE B É B E 
xp = 7 dd = pie > XB = 12 
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Exercícios Propostos 


1.23) 


1.24) 


1.25) 


1.26) 


1.27) 


1.28) 


1.29) 


1.30) 
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Sendo RS), S(- ES) e T(4), determine a razão de seção em que o ponto T divide o 


segmento orientado RS. 


Dados M(5) e R(-4) determine a abscissa do ponto que divide o segmento orientado 


MR na razão +. 


Dados A(12) e B(-4) determine as abscissas dos pontos que dividem o segmento AB em 
4 partes de mesmo comprimento. 


— 
Sendo D(5) e E(- ad até que ponto deve ser prolongado o segmento orientado DE 


(no mesmo sentido de DE) para que seu comprimento fique triplicado? 


— 
O segmento orientado AB é dividido em 4 partes de comprimentos iguais, pelos pontos 
«> ) D( ED) e E( o. Determine as abscissas de A e B. 


Sendo A(4), B(7) e C(12) determine a abscissa do ponto D que divide os segmentos 


; -— — 
orientados AB e BC na mesma razão. 


Divisão harmônica — Dados os pontos A, B, Ce D, distintos dois a dois, de um eixo e, 
diz-se que C e D são conjugados harmônicos com relação a A e B se: 


(ABC) = -(ABD) 


Dados A(a), B(b) e C(c), a Éb, determine o ponto D(x) tal que C e D são conjugados 
harmônicos em relação a A e B. 


Os quatro pontos A(a), B(B), C(Y) e D(Ô), distintos dois a dois, são tais que Ge À são as 
raízes da equação 


ax2 + 2hx + b=0 
e Ye Ô são as raízes da equação: 
a'x2 + 2h'x + b! = 0 


Mostre que se ab! + a'b = 2hh', então C e D são conjugados harmônicos em relação 
aAeB. 


Capítulo 


Coordenadas cartesianas 
no plano 


2.1 —- COORDENADAS CARTESIANAS ORTOGONAIS 


Em um plano a, consideremos dois 
eixos perpendiculares x e y, cuja origem 
é a intersecção O, e que tenham a mesma 
unidade de medida. Sobre cada um desses 
eixos está estabelecido um sistema de 
coordenadas abscissas. A localização de 
um ponto P qualquer do plano a pode ser 
feita através da associação do ponto a 
dois números reais obtidos pelo seguinte 
processo: conduzimos por P retas para- 
lelas aos eixos; uma delas encontra o 
eixo x no ponto P, de abscissa Xp ea 
outra encontra o eixo y no ponto P, de 
abscissa yp (figura 2.1). Os números Xp é 
Yp chamam-se coordenadas cartesianas 
ortogonais de P e diremos que 


xp é à abscissa de P Fig. 2.1 


Yp é à ordenada de P 


As coordenadas do ponto P são representadas na forma de um par ordenado, 
onde xp é a primeira componente e Yp é à segunda componente: 


(xp. Yp) 
Para indicar as coordenadas cartesianas ortogonais de um ponto P escrevemos: 


Plxp: Yp) 
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Desse modo estabelecemos uma correspondência bijetora entre os pontos do 
plano e os pares ordenados de números reais: 


A essa correspondência damos o nome de sistema de coordenadas carte 
sianas ortogonais. 

O fato de existir essa correspondência justifica que façamos a identificação 
do ponto com o par ordenado: no lugar de dizermos “o ponto cujas coordenadas 
cartesianas ortogonais são xpeyp podemos dizer simplesmente “o ponto (xp; yp)” 
Observação: A palavra “cartesiano” refere-se ao nome do criador da Geometria 

Analítica, René Descartes, o qual assinava as obras escrevendo seu 
nome em latim: Cartesius. A palavra “ortogonal” é utilizada aqui 
pelo fato de os dois eixos formarem ângulo reto. 


A figura 2.2 mostra alguns pontos do plano com suas respectivas coordenadas 
cartesianas ortogonais: 


4 
4 encena çÃ 
| 
Bg-3 ! 
! A (2;4) 
(o B(1;3) 
| a DT 
D(4;- 
3 M (0; 1) 
pa o ig N (0; -4) 
uy eh O (0;0) 
pp: Tae Tp Q(-3;0) 
Ce 2 eD R(3:0) 


| Fig. 2.2 


É importante observar que os pontos que pertencem ao eixo x possuem 
ordenada y = O (é o caso dos pontos R, Q e O), enquanto os pontos que 
pertencem ao eixo y possuem abscissa x = O (é o caso dos pontos M, N e O). 
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Então, podemos escrever: 


PEx e P(x:0) 
PEy > P(0; yp) 


O eixo x é chamado eixo das abscissas e é costume representá-lo também por 
Ox. O eixo y é chamado eixo das ordenadas e é costume representá-lo também 
por Oy. 

Ox e Oy são chamados eixos coordenados, e o sistema de coordenadas 
cartesianas pode ser representado por Oxy. 

A expressão “plano cartesiano” refere-se a um plano sobre o qual foi 
estabelecido um sistema de coordenadas cartesianas. 


2.2 - COORDENADAS CARTESIANAS NÃO-ORTOGONAIS 


Ao longo deste livro usaremos apenas o sistema de coordenadas cartesianas 
ortogonais; porém, convém mencionar outros sistemas de coordenadas. 

Ao estabelecermos um sistema de coordenadas cartesianas, os eixos podem 
formar um ângulo 6 (0º< 6 < 180º, 
6 + 90º). Para determinarmos as coor- 
denadas cartesianas de um ponto P qual- 
quer do plano traçamos, por P, paralelas 
aos eixos, obtendo a abscissa Xpeaor 
denada yp (ver figura 2.3). 


Fig. 2.3 


A figura 2.4 representa alguns pontos em um sistema de coordenadas car- 
tesianas não-ortogonais. 


A(2;1) 
B(3;-1) 
C(-2;-1) 
D (1;0) 
0 (0;0) 


Fig. 2.4 


Quando os eixos são perpendiculares, costuma-se dizer também que temos 
um sistema de coordenadas retangulares. 
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2.3 — COORDENADAS POLARES 


Fica” estabelecido um sistema de 
coordenadas polares em um plano a, 
quando são escolhidos nesse plano: 

19) um ponto O que se chama pólo; 

2º) um semieixo Ox, que é o 
eixo polar. 

Dado um ponto, P, distinto de O, 
conduzamos a reta OP. Escolhendo uma 
unidade de medida, podemos calcular a 
distância do ponto P ao pólo O; indi- 
camos essa distância com p. 


Fig. 2.5 


Seja O a medida em radianos do ângulo formado por Ox e pelo segmento 
orientado OP, medindo-se 9 sempre no sentido anti-horário. 

Os números p e 8 são as coordenadas polares do ponto P. Costuma-se dizer 
que o pólo O tem p = O e O indeterminado. 

Assim, com exceção do ponto O, a cada ponto do plano «a EdlibipBiido um 
único par ordenado (p; 0). 


Exemplos 


B 
Sm 
a(3; E) Bio) 
4 
c) d) 
5 0=7 
Ra fe D = 
O > 
0=0 x A. x 
5 ES) 
ct5 :0) (2 ;m) 
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Portanto, percebemos que há vários modos de se estabelecer um sistema de 
coordenadas em um plano. No entanto, conforme já dissemos, neste livro usaremos 
apenas o sistema cartesiano ortogonal. Assim sendo, daqui por diante, por uma 
questão de simplicidade, no lugar de dizermos “coordenadas cartesianas ortogo- 
nais”, diremos apenas “coordenadas”. 


2.4 — QUADRANTES E BISSETRIZES 


Os dois eixos do sistema cartesiano y 

dividem o plano em quatro regiões, cha- 

madas quadrantes, numeradas conforme H | 
se vê na figura 2.6. Convenciona-se que 

os pontos situados sobre os eixos não 

pertencem a nenhum dos quadrantes. É 

* fácil ver que cada quadrante está rela- HI IV 

cionado com os sinais das coordenadas; 

dado um ponto P(x; y) do plano, temos: 

Fig. 2.6 


> 0 <= P está no 10 quadrante 
> 0 <— P está no 2º quadrante 


<0 <> P está no 30 quadrante 
<0 <> P está no 49 quadrante (*) 


Resumo 
19 quadrante 
29 quadrante 
39 quadrante 
49 quadrante 
” 


(x) Alguns autores adotam uma convenção diferente da nossa ao definir quadrantes. Para 
esses autores vale: 


x20 e y20+<>P está no 19 quadrante 
xS0 e y>0+<=>P está no 2º quadrante 
x<0 e y<O0<>Pestá no 3º quadrante 
x20 e y<0+<=P está no 49quadrante 


isto é, os pontos dos eixos também fazem parte dos quadrantes. 
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Há um certo interesse em chamar a atenção para as bissetrizes dos quadrantes. 


Na figura 2.7 a reta r é chamada y 
bissetriz dos quadrantes ímpares. Cada 
ponto P(xp; yp) dessa reta apresenta 
a propriedade de ter abscissa igual à or- 
denada, isto é,Xp =Yp- Por exemplo, 
os pontos: 2 

A(1;1) 

B(2;2) 

C(3;3) 

O (0; 0) 

D (-1;-1) 

E (-2;-2) 

F (-3;-3) 


Qi- ae =-—- Eo-—— == 


Fig. 2.7 


Na figura 2.8, a reta s é chamada 
bissetriz dos quadrantes pares. Se 
P(xp; Yp) é um ponto qualquer dessa 


reta, temos Xp = -Yp. Por exemplo, y 
os pontos: É 

A(-1;1) 

B(-2;2) 

O (0;0) 

C(1;-1) 

D (2;-2) 
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Exercicios Resolvidos 


2.1) 


2.2) 


2.3) 


Determine k para que o ponto B(k2- 1; 2k+ 1) pertença ao 2º quadrante. 
Solução 


Para que o ponto B pertença ao 2º quadrante deve-se ter Xp <0e yB >O: 


k -1<0 
e 
2k +1>0 


A 12 inequação dá-nos -1 <k < 1 ea 22 inequação, k >- 5 ; daí, a interseção 


das duas condições dá-nos a resposta: 


1 
-q<k<l 


Sabe-se que o ponto A(3k - 1; 2 - k) pertence à bissetriz dos quadrantes pares de um 
plano cartesiano. Determine o valor de k. 
Solução 


Conforme vimos, se um ponto A(x; y) pertence à bissetriz dos quadrantes pares, 
devemos ter x = -y. Assim, para que A(3k - 1; 2 - k) pertença à bissetriz dos qua- 
drantes pares: 


%k=1.=-(2=k) 


Resolvendo esta equação, obtemos k = - 
Represente no plano os pontos P(x; y) tais que: 
aa 3 b) y=-2 


Solução 

a) Observe que desejamos todos os pon- 
tos da forma P(3; y), de abscissa 3 
para qualquer valor da ordenada y; os 
pontos estão sobre a reta r, vertical, 
indicada na figura: 


b) Os pontos desejados são da forma 
P(x; -2), de ordenada -2 para qual- 
quer valor da abscissa x; os pontos 
estão sobre a reta s, horizontal, indi- 
cada na figura. 
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2.4) 
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Represente no plano os pontos (x; y) tais que: 


a) 1<x<3 o) lI<y<4 
b) 1 Gus d) 2<y<4 
Solução 

a) Como o problema, a exemplo do que 


b 


-— 


c) 


d) 


ocorreu no item a do exercício ante- 
rior, dá-nos apenas a condição para 
as abscissas dos pontos (1 <x <3), 
consideramos a ordenada y como 
qualquer número real. Portanto, os 
pontos (x; y) que satisfazem a condi- 
ção 1 <x S3 estão na faixa (infinita) 
indicada em vermelho no desenho ao 
lado, incluindo as retas r(x = 1) e 
sQc= 3). 


Os pontos (x; y) que satisfazem a 
condição 1 <x < 3 estão na faixa 
(infinita) indicada ao lado; porém 
neste caso, x não pode ser igual a 1 
nem a 3, o que é indicado “tracejan- 
do” as retas r e s, isto é, as retas 
res não fazem parte da região pro- 
curada. 


Queremos neste caso os pontos (x; y) 
que satisfazem a condição 2<y <S4, 
isto é, não é feita menção a x. Su- 
põe-se então que x pode ser qual- 
quer número real, a exemplo do item 
b do exercício 2.3. Temos, então, 
a faixa (infinita), incluindo as retas 
r(y=4)es(y=2) da figura ao lado. 


Para satisfazer a condição 2<<y <4, 
y não pode ser iguala 2nem a 4,0 
que é indicado tracejando as retas 
res. 


“a 
ED NB DR 6) De na 
a 3 
a Sn RS RR E Gp SR LD a 
2 


PEXxSS e v=3 
Dia o e ye 3 


Os pontos que satisfazem a condição 
dada, estão sobre o segmento AB 
marcado em vermelho no desenho, 


> 
m 


QO+f+---=-==———— 


Neste caso queremos 2 <x <s5, 
isto é, xnão pode ser iguala 2 nem 5, 
o que é indicado colocando nas ex- 
tremidades do segmento AB “peque- 
nas circunferências”. Isto significa que 
as extremidades A e B não satisfa- 
zem a condição dada. 


* Represente no plano os pontos (x; y) tais que: 


al<x<3I e l<y<4 
bD)IiI<x<3 e 2<y<4, 
RE )Ii<x<3 e 2<y<4 
— D)i<xx<3 e 2<y<4 
* Solução 


] 
' 
1 
1 


(ei A ES APRE BR 


8 E 


» 
| 
| 
| 
] 
| 


Qt---=-=>-J=D=====>=3 


Repare que no caso c, como todos os segmentos são pontilhados, não há necessi- 
dade de recorrer às “pequenas circunferências”. 


Exercícios Propostos 


2.7) 


2.8) 
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Assinale no gráfico ao lado os pontos 
cujas coordenadas cartesianas são dadas 
a seguir: 


A(1;1) J(-3; -3) 
B(2; 3) KQ; -4) 
C(4; 2) L(3; -1) 
D(-1, 3) M(2; 2) 
E(-2; 2) N(3; 0) 
F(-3; 4) P(O; 2) 
G(-4; 4) Q(-4; 0) 
H(-3; -1) R(0; -1) 
I(-2; -3) 


No exercício anterior, os pontos que pertencem 
a) ao eixo das abscissas são: 

b) ao eixo das ordenadas são: 

c) ao 19 quadrante são: 

d) ao 2º quadrante são: 


e) ao 3º quadrante são: 


f) ao 4º quadrante são: 
g) à reta bissetriz dos quadrantes ímpares (19 e 39) são: 


h) à reta bissetriz dos quadrantes pares (2º e 49) são: 


“Complete: 

a) Todo ponto pertencente ao 
b) Todo ponto pertencente ao 
“c) M(-4; 5) pertence ao 
K(v2; 3) pertence ao 
E(S: -43) pertence ao 


? Ne ;- p pertence ao 


) ao 39 quadrante 
ao 2º quadrante 


-2<x< 
e 
po==| 0u=y =!3 


ley? 


gx=yey>il 
x<loux>3 
e 


> 


eixo das abscissas tem nula. 


eixo das ordenadas tem nula. 


quadrante. 
quadrante. 


quadrante. 


quadrante. 


termine o valor de t para que o ponto R(3t - 2; 8t + 4) pertença: 


à bissetriz dos quadrantes ímpares 


esente no plano os pontos (x; y) que obedecem às condições: 


=2: E x < | 
b) e 
y=louy=3 


9) 2: > do ey 


27<x<3 e |I<y<2 Dx=y 


hx=-vyex< 4 


)x<0eyz0 


epresente no plano os pontos (x; y) que satisfazem a condição: 


xy =0 
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x<-l 


epresente no plano os pontos (x; y) que obedecem à condição: 


2.5 —- PONTO MÉDIO DE UM SEGMENTO 


Inicialmente, consideremos um seg- 
“mento AB não paralelo a nenhum dos 
eixos coordenados, e seja M o ponto 
médio de AB (ver figura 2.9). É fácil 
concluir que os triângulos AMD e MBE 
são congruentes e, portanto: 


Fig. 2.9 
AD = ME e DM = EB 
XD-XA = XE-XM € YM-YD= YB-YE 
Mas: xp = XM, XE = XB»/YD = YA» YE S YM 


Assim: XM-XA = XB-XM € YM-YA = YB-YM 


Portanto: 


(2.1) 


É fácil também verificar que estas fórmulas se aplicam aos casos em que o 


segmento AB é paralelo a um dos eixos (figuras 2.10 e 2.11). 


os. 
— A distância entre os pontos A e B, 
forme convencionamos no capítulo 1, 


: Fig. 2.12 
“ Aplicando o teorema de Pitágoras ao triângulo ABD temos: 


“Ê — sn2 2 
me das = &p * BB 
É E reê =|xp-xal=Ixg-xal 

— Porém: dp D7 SA B A 
Re lys -Ypl=Iyp-YAl 


=Ixp -xalP +lyp-yal = (xp-xa) + (yB-yA) 
Finalmente: 
* 


“Observe que a fórmula (2.2) também poderia ser escrita: 


dB =V(xa - xp) + (ya -yB)? 


pois (xp -xa) = (xa -xB) e (ya -yA) = (ya -yB) 
Para Os casos em que o q ate AB é id a um dos eixos (figura 2.13), 


Fig. 2.13 


“a É fácil ver também, que a fórmula 2.2 ainda se aplica ao caso em que 
“os pontos A e B são coincidentes (neste caso a distância é nula). 
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Exercícios Resolvidos 


2.16) Sendo A(-4; 7) e B(6; -8), determine as coordenadas do ponto médio do segmento AB. 


Solução 
Sendo M o ponto médio de AB temos: 
Xxa + X (-4) + (6) 
= B = d 
*M & ge EE pen : 
4 * Bo ADA O: À cd 
ns ipa RR ES 
- 1 
Portanto: M(1; - 3)» 
2.17) Para um triângulo ABC temos A(4; -3), A 


B(7; -1) e C(-5; 4). Sendo E o ponto 
médio da mediana AD, determine as 
coordenadas de E. 


Solução 
Se AD é mediana, o ponto D é ponto médio do segmento BC e, portanto: 


BtXe D+) 


E gs pe preço 3 

D(1; — 
a Jp tios CUA O 3 - 
CE dd san 


Se E é ponto médio de AD, temos: - 


E 8" Mes 
pos == 
3 
as, af À 
e GA ani Ee 3 
ale DE ARÕR 3 5 


Portanto:  E( 5 


2.18) Sendo D(-1; -3) e E(4; 3), determine as coordenadas do ponto F, simétrico de E em 
relação a D. 
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Solução 
O ponto D deve ser médio do seg- 


mento EF. Portanto: 
ãp ==EE E vp =ESE D 
Xp Eae e Jp = -9 : Portanto: F(-6; -9) 


2.19) Num paralelogramo ABCD temos A(-2: -1) e B(1; 4). Sabendo que suas diagonais 
encontram-se no ponto G(3; 2), determine as coordenadas dos vértices C e D. 


Solução 
Como sabemos, em um paralelo- B C 
gramo as diagonais cortam-se ao meio, 


isto é, o ponto G deve ser ponto médio 
de ACe BD. 


A D 
Se G é ponto médio de AC temos: 
ps ya ty 
ESSE A C A c 
XG = ; e yGg - 
A PER =] +"Y 
3 = C e 2= c 
$) 2 


Do mesmo modo, se G é ponto médio de BD temos: 


Xana. TX Yp ty 
Ea D = 2 D 
ETR SR ea 
1 +x 4+y 
Ri SD é Gr 
2 2 


Xp=>5 e yp-=0 
Portanto: C(8; 5) e D(S; 0). 
2.20) Determine a distância entre os pontos A(-4, 5) e B(2; -3). 


Solução 


dB = VGA-xp + A -yp) = 64-22 + (5+3)2 = 36+64 = 10 
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2.21) Calcule o perímetro do triângulo ABC, sendo A(2; 2), B(5;4) e C(3; 6). 


Solução 8 


ac = VEN TA Ide VEIO oie VT 
ôBc = Vep-x0"*0p-v0)=V 6-3 +4-0)-V8. 
Portanto, o perímetro é: v13 + v17 cj V8. 
2.22) Determine os pontos do eixo das abscissas, cujas distâncias ao ponto A(2; 3) são 
iguais a 5. ' 
Solução 


Seja P(a; b) um ponto genérico cuja distância a A é iguala 5. Se P está no 
eixo das abscissas, sua ordenada deve ser nula; assim temos b = O e podemos escrever 
P(a; 0). 


Como ôpA = 5 temos: 
Vixp-x) + Op-ypP =5 ou 
V(a-272+(0-3)2 =5 


Elevando ao quadrado: 
(a-2)2 +9=25 
(2-2)? = 16 
Portanto: 
a-2=4 oua-2Z=-4 
a=6 ou a=-2 


Assim, temos dois pontos satisfa- 
zendo a condição dada: P(6;0) e 
P“(2; 0). 


“Seja P o ponto procurado. Se P A 
está na bissetriz dos quadrantes pares, 

suas coordenadas devem ser simétricas, 

“isto é, devemos ter: P(a; a). 

Por outro lado, P é eqiuidistante de A e B, isto é, 


dpa = ôpp P 
V (xp a 2a” E Gp = va” EM, Gp = a + Gp E vp” 
Fic +D2+ cara) = -42+a-3) 


Resolvendo esta equação, obtemos a = -2 
Portanto, o ponto procurado é: P(-2; 2). 


; 2 24) Sabendo que A(-1; 2), B(3; 1) e C(6; 4), verifique se o triângulo ABC é retângulo, 
l acutângulo ou obtusângulo. 


Solução 


Lembremo-nos primeiramente de b c 
que, dado um triângulo cujos lados me- 

dem a, b e c, supondo que a seja a me- 

dida do maior lado vale a propriedade: a 


Considerando então o triângulo ABC temos: 


|] 
tê 
a 


dB = Ga-xp) + OA-yp = C1-32+0-1)= 


C1-6)2 + (2-4)2 = 53 


Sac = KA XO? + Ga-vo? 
“Bc-Ga-xo'+0p-v9'=6-9) +a-49=18 


Observamos que ACé o maior lado e que: 
2 2 2 
dac > dB * ôBc 


Istô é:-—53 > 19-+ T8. 
Portanto o triângulo é obtusângulo. 


2.25) Calcule o comprimento da mediana AM de um triângulo cujos vértices são AC3;5), 


B(1; 5) e C(6; -1). x 


Solução 


Se AM é mediana, o ponto M é 
ponto médio do segmento BC: 


Mto LAR | 8 M Cc 


Assim MS :2) 


Same Va) + OA-yo = VCD + SD =n/ do 


= [17 N170 


4 2 


2.26) O centro de uma circunferência está sobre a reta bissetriz dos quadrantes ímpares. 


227) 


Sabendo que a circunferência passa pelos pontos A(-5; 2) e B(-3; -2), determine o 
seu raio. F 


- 


Solução 


Seja Co centro da circunferência. 
Se C está na bissetriz dos quadrantes 
ímpares, podemos escrever C(a; a). Além 
disso devemos ter dAC = ôpc: 


KA-xo? + GAY? = Gg-xo” + Gay? 


(5-2 + (2-2 =(3-a)2+(2-a)2 


Resolvendo esta equação, obtemos: a = 3. 

Assim: C(3; 3). 

Agora, para obtermos o raio da circunferência, basta calcularmos a distância de 
um ponto qualquer da circunferência ao seu centro: 


r= ac = VGA-xO + Gay! = Ve + 0-32 = 65 


Sendo A(-2; 1), B(3; 2) e C(1; -4), determine o circuncentro do triângulo ABC. 


B 

Solução 
Como sabemos da Geometria Pla- 
na, dado um triângulo, sempre existe 
uma circunferência que passa pelos seus 
três vértices. Esta circunferência é cha- 
mada circunferência circunscrita ao triân- 
gulo e seu centro é chamado circun- 
centro do triângulo. c 


Seja D(a; b) o circuncentro procurado. Devemos ter: 

À dap = ôBp = ôcp 

dap = dep = Ga -xpÉ + Ga-ypl = Goa + Gg-yp 
e=(2-aP+a-dP=G-+a-b? q 

ôpp = dp = Gp-xp? + Gg-yp? = Go-xp? + Go-yp? e 
e (3-2? +(2-b2=(-a)2+(C4-b2 qn 


Simplificando as equações (I) e (II) obtemos: 


[ a se Resolvendo este sistema chega-se a: a=1l e b=-1 


(1) 4a + 6b = 
Assim:  D(1;-1). 


Calcule o valor de a de modo que o triângulo ABC, de vértices A(a; 4), B(-7; 2a- 1) e 


“co 30) seja retângulo em C. 
“Solução 


Cc 


Para que o triângulo seja retân- 


“ gulo em C devemos ter: 


(2 
dB = dac + OC A B 


Ga-xpP + GAY = GA-XO! + GA-VO! + Ga xo! + Oo? 
(+72 + (4-22+1)2 = (2-0) + (4-0)2 + (7-0) + (22-1-0) 


Resolvendo esta equação obtemos: a = 4. 


Determine os outros dois vértices. 


Solução 


.— Sendo d o comprimento da diago- 
nal AC temos: A(1;2) 2 B 
d=Dac=V Ka XP + Ga -vO!= ã E 


=V0-8º + (2-3) = 50 


Supondo que a medida do lado 
do quadrado seja 2 temos: Q 


d=R+ 
ou q = Rv'2 

R Sa 5 [| DS E: 
donde Sã VT D c(8; 3) 


Assim, devemos ter: dp AS ôBc =5eôp AS ôpe = 5. Como essas condições são 
iguais: para B e D, equacionemos apenas uma vez; seja B(a; b): 


ôga = S = 094 = 25 = (Kp-xp + py) = 25 =» 
— (a-1? +(b-22=25 (1) 
ôgc = 5 = Bc= 25 > Ga-xd? + Gp-yo) = 25 
<= (2-8)? + (b-32 =25 qn 
Simplificando as equações (I) e (II): 
[ D a+b- 22-4b 


H 
O 
[em] 


AD a? +b?-16a-6b 


|] 

! 
> 
oo 


Para resolver este sistema, o modo mais simples é, em primeiro lugar, subtrair 
“membro a membro” as duas equações: 


(a2 + b2 - 2a - 4b) - (2 + b2 - 16a - 6b) = 20 - (-48) 
Simplificando esta última vem: 
Ja +b=34 
donde: b=34-7a (II 


Agora, substituímos esse valor de b em “uma das duas equações acima. Vamos 
substituir em (1): 


a2+b2-22-4b=20 
a2+(34-7a)2-22-4(34-7a) = 20 
Desenvolvendo, chegamos a: 
a? - 92 +20=0 
cujas raízes são:a' = 4 e a! =5 
Substituindo na equação (III) temos: 


snfe»b=3H-14)=6 (4; 6) 
a-5esb=34-59)=- (5:-1) 


Assim, os outros dois vértices são (4; 6) e (5; -1). 


Exercícios Propostos 
E ne e 3aad) 
2.30) Determine o ponto médio do segmento EF, sendo E(4; -5) e K5 $ 2 ). 


2.31) Consideremos o triângulo ABC tal que A(2; 3), B(5; 4) e C(7; -1). Sendo M o ponto 
médio da mediana BF, determine as coordenadas de M. 


2.32) Dados A(-5; 2) e M(4; -7), determine as coordenadas do ponto simétrico de M em 
relação a A. à 
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Num paralelogramo ABCD temos B(5;5) e C(3;2). Sabendo que suas diagonais cruzam-se 
no ponto (1; 3), determine as coordenadas dos vértices A e D. 


Calcule a distância entre os pontos E(- 5 ;:4)e MG :=3). 


) Num quadrilátero ABCD temos A(-2; 1), B(2; 4), C(7; -8) e D(-1; -2). Determine o 
perímetro desse quadrilátero. 


36) Determine o valor de a sabendo que a distância entre os pontos (7; 1) e (3; a) é 
igual a 5. 


2. 7) Dados A(a; 4), B(-3; -2) e C(5; 2), determine o valor de a de modo que o ponto A 
seja equidistante de Be C. 


8) Calcule o comprimento da mediana BM do triângulo cujos vértices são A(4; -3), 
B(S; 5) e C(10; -5). 


) Para cada caso à seguir, verifique se o triângulo ABC é retângulo, acutângulo ou 
obtusângulo. 


a) A(6; 5), B(3; 7), C(2; -1) 
b) A(-2; 2), B(7; 5), C(3; -5) 
c) A(3; 5), B(-4; 3), C(-7; -2) 


2.40) Uma circunferência que passa pelos pontos A(2; -9) e B(9; 8) tem seu centro na 
; bissetriz dos quadrantes pares. Determine o raio dessa circunferência. 


dei 


2.41) Dados A(-3; 4), B(5; 5) e C(2; -2), determine o circuncentro do triângulo ABC. 


2.42) Sendo A(-5; k - 2, B(-2; -3) e C(6; k), determine o valor de k de modo que o 
triângulo ABC seja retângulo em B. 


2.43) Os pontos A(l; 2) e B(5; -1) são vértices consecutivos de um quadrado. Determine as 
coordenadas dos outros dois vértices. 


2.7 — RAZÃO DE SEÇÃO 


No capítulo 1 demos a definição da razão de seção r em que um ponto S 
vide um segmento orientado não-nulo AB. Devemos lembrar-nos de que o ponto S 
deve pertencer à reta que passa por AB (com S * B), podendo ser interno ou 
“externo ao segmento AB. 


Vamos agora ampliar nosso estudo para o caso em que o segmento orientado 


AB está contido no plano cartesiano. 
Inicialmente vamos supor que AB não é paralelo a nenhum dos eixos 


coordenados. 


Os triângulos ASE e SBF são se- | 
melhantes. Portanto: | 
AS AE ES 

EB (2.3) 


Fig 2.15 


Mas observamos que: 


AB =xg-xA ES = ys-ya 
SF = xp-Xg FB =yB-Ys 
Assim, as equações (2.3) transformam-se em: 


XS-XA  YS-YA (2.4) 


XB-Xs YB-YS 


Desmembrando as equações (2.4) em 


ss pr =ISTYA 
XB-Xs YB-YS 


chegamos a: 


Repare que as fórmulas (2.5) são análogas à fórmula do capítulo 1º. 
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Consideremos agora os casos em que o segmento orientado AB é paralelo a 
os eixos. 


y 


E A s B 
“2 ac 
1 
| ires) 
| seio 
1 1 1 
XA Xg 
Fig. 2.16 


XA f [Xp 
*8 rr 
3 YA T IYB 
E" DT 


des: 18) Nas nossas figuras colocamos o ponto S interno ao segmento 
orientado AB. Mas é fácil verificar que as mesmas conclusões 
seriam obtidas se S fosse externo a AB. 
23) É interessante observar que as duas fórmulas 2.5 valem nos 
casos em que AB é paralelo a um dos eixos, isto é, para o caso 
da figura 2.16 podemos escrever: 


= YA + IYB 
Fa = L+T 
e para o caso da figura 2.17, podemos escrever: 
X, tIX E 
= AL B 
e Er 
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Exercícios Resolvidos 


RE 
2.44) Calcule a razão de seção em que o ponto S(5; A, divide o segmento orientado AB, 


2.45) 


2.46) 
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sabendo que A(2; 3) e B(7; 6). 


Solução 


—» 

O segmento orientado AB não é paralelo a nenhum dos eixos coordenados (pois 
suas abscissas são distintas e suas ordenadas também são distintas). Portanto podemos 
calcular a razão r usando as abscissas ou as ordenadas aplicadas nas fórmulas 2.4: 


Sendo M(-6; 5) e K(2; -3), determine as coordenadas do ponto L, que divide o seg- 
mento orientado KM na razão 1 = -4. 


“ 


Solução 


Usemos as fórmulas 2.5: 


LST er 1+C4) 3 3 

NR Ss+coM -B 3 

PAS = me 
26 23 


Portanto, temos: Les é 3) 


Sendo E(-4; -1) e F(S5; 6), determine as coordenadas dos pontos que dividem seg- 
mento EF em três partes de mesmo comprimento. 
Solução 


Sejam Le Sos pontos procura- 
dos. O ponto L divide EP na razão de 


m 


seção r = === —. Assim 
á IF 2 L 
IE 
a Xp + Xp : -4+(5)(5) EA E 
E 1l+r pad 
2 4 
: LEI; 3 
, ER ei ST o 
L l+r 1+5 3 


= 2. Portanto: 


O ponto S divide o segmento EF na razão r' = E 


é [2] 


4 
RE. AOS. 
S L+r' EB E 


LS] 


sQ; 5) 
E CASE Paso HM 
“EFE ES E 


Depois de calculadas as coordenadas do ponto L poderíamos ter determinado as 
enadas de S observando que S é ponto médio de LF: 


Xg = Tr — E VE =2 
Va dae DE Sbongf 
“SS E 
cícios Propostos 
47) Determine a razão em que o ponto e =) divide o segmento orientado LS onde 


USE 4) e S(5; 5). 


2.48) Sendo S(-3; -4) e B(2; 8), determine as coordenadas do ponto que divide o segmento 
orientado BS na razão r = -+ à 


2.49) Dados A(2; 3) e L(8; -5), determine as coordenadas dos pontôs que dividem o seg- 
mento AL em quatro partes de mesmo comprimento. 


4 2.50) Sendo C(6; 2) e D(-2; -3), determine até que ponto o segmento orientado CD deve ser 
ÃO. prolongado (no mesmo, sentido de CD) de modo que seu comprimento fique quintu- 
plicado. 
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2.8 — BARICENTRO DE UM TRIÂNGULO 


Conforme sabemos da Geometria 
Plana, as três medianas de um triângulo A 
passam por um mesmo ponto G, chamado 
baricentro do triângulo. Suponhamos que 
na figura 2.18 G seja o baricentro do 
triângulo ABC. A Geometria Plana tam- F E 
bém nos. informa que: 


dag = 20gD 
ôpg = 28gg E : ç 
& == Fig 2.18 


Usando esses fatos, vamos calcular as coordenadas do baricentro G, supondo 
conhecidas as coordenadas dos vértices A, B e E. 


Tomemos, por exemplo, a mediana AD. O ponto D é ponto médio do 
segmento BC e portanto: 


a O E des 


Como dg = 2 ô5p» podemos afirmar que o ponto G divide o segmento 


—s» 
orientado AD, na razão r = S 2. Assim, usando as fórmulas (2.5) temos: 


B C 
x, +t2(——— 
Xa f IXp A ( 2 ) Xa t Xg *f Xo 


l+r 1482 3 
+ 
= Yp 2 ty do Rê 2 2 ) YA tYBIIYC 
YG 1+r 1+2 E 3 


Concluímos então que, dado um triângulo de vértices A(x AY A) B(xp; Yp)e 
C(xc;Y q), seu baricentro G(xg;yG) é tal que: 


Exercícios Resolvidos 


2.51) 


2.52) 


2.53) 


Os pontos A(4; 1), B(-1; 2) e C(3; 7) são vértices de um triângulo. Determine as coorde- 
nadas de seu baricentro. 
Solução 

Sendo G(xg: YG) o baricentro pedido, temos: 


att MEDA 1, 


CdEes+ Es 3 
Ea plro gre 10 Ss 
RE * Jefeii= di Sy, 3 
O triângulo OPQ da figura tem por bari- y 
centro o ponto G(2; 3). Determine as 
coordenadas de P e Q. q 
Solução 
Temos: O(0;0), P(a; 0) e Q(0; b) o) E 
Kra d Xa É X Yin FE Yoct y 
0 ig Q EG) P Q 
E ge 10 CSS 
Q+a+0 0+0+b 
PARE 3 e 3== 3 


a = 6 e b = 9 
Portanto: P(6; 0) e Q(0; 9) 


Muitas propriedades da Geometria Plana podem ser demonstradas analiticamente, 
isto é, empregando as idéias da Geometria Analítica. O exemplo abaixo esclarece o 
procedimento: 

“Prove que.o segmento cujas extremidades são os pontos médios de dois lados 
de um triângulo tem, para medida, a metade da medida do terceiro lado.” 


Solução 

Para usar os métodos da Geome- 
tria Analítica, deve-se escolher um sis- 
tema de eixos coordenados. Para fazer 
com que a determinação dos vértices 
seja a mais simples possível, “colocamos” 
a origem do sistema sobre um deles, e a 
“parte positiva” de um dos eixos sobre 
um dos lados (veja a figura). 


Então um dos vértices é O(0; 0), outro é B(b; 0); o terceiro vértice C é um 
ponto do plano cujas coordenadas estão determinadas pelo triângulo dado e vamos 
designá-las com (c; d), isto é, C(c; d). 
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miiidá 


De E são, respectivamente, os pontos médios dos segmentos OC e BC; então: 


code Co ME ed! 
A JAPA D(7:2) 

axsb be + sd a sd 6 read 
pagar E E Rd O go! 


e— 
O segmento DE é paralelo ao eixo das abscissas; tem-se: 


5 atue ue Eta 5 st 

DE [EB SE Goi ZA 2 
Tem-se também: 

daB - Ixg - xal=Ib-ol= bl 


Daí, d,p = 2º pp; O que completa a demonstração. . 


Exercícios Propostos 


2.54) 
2) 


2.56) 


2.57) 


2.58) 


2.59) 


2.60) 


Determine as coordenadas do baricentro do triângulo cujos vértices são (-1; 1), 
(7; -2) e (5; 6). 


Num triângulo ABC são dados o vértice A(4; 1), o baricentro G(-2; 0) e o ponto 
M(2;-1) que é o ponto médio do lado AB. Determine as coordenadas do vértice C. 


Os pontos A(3; 2), B(O; -1), C(-3; De D(0; 5) são os vértices do quadrado ABCD. 
O ponto M é ponto médio do lado AD e os pontos P e Q dividem o lado AB em três 
partes de mesmo comprimento. Determine as coordenadas do baricentro do triângulo 
MPQ. 


Demonstre, analiticamente, que as diagonais de um paralelogramo se cortam ao meio. 


O ponto médio da hipotenusa de um triângulo retângulo eguidista dos três vértices. 
Demonstre. 


As diagonais de um retângulo têm mesma medida. Demonstre. 


A soma dos quadrados das medidas dos lados de um paralelogramo é igual à soma dos 
quadrados das medidas de suas diagonais. Demonstre. 


“ 


ob E as abscissas de A e B. 


Num sistema de coordenadas abscissas temos os pontos A, B e S(3). Sabendo que o 


ponto S divide o segmento orientado AB na razão r = e que ô AB É 21, determine 


) Represente no. plano os pontos (x; y) tais que: 
“a Ix-12]<9 e y2-3y+2<0 
b) |3x-121> 9 e y2-3y+2>0 


Uma circunferência que passa pelos pontos (8; 4) e (-6; -10) tem seu centro no eixo 
das ordenadas. Calcule o raio dessa circunferência. 


Os pontos M(4; 6), N(2; 2) e P(-2; 8) são os pontos médios dos lados de um triângulo. 
Determine as coordenadas dos vértices desse triângulo. 


Consideremos um paralelogramo ABCD e os pontos P(3; 1), M(I; 6) e N(2; 3). Sabe-se 
que: 


— Péo ponto de encontro das diagonais do paralelogramo 
— Méo ponto médio do lado AB 
— Néo ponto médio do lado BC 


Determine as coordenadas do vértice C. 


D 
Na figura ao lado, C é o centro da 
circunferência e M é o ponto médio de 
CB. Determine a distância entre os pon- & 8 
tos D e E sabendo que A(2; 5)e C(-1; 3). 
(3 


No triângulo ABC, cada lado é dividido 
em três partes iguais como a figura 
indica. Sendo P(8; 3), Q(11;4) e R(9; 2), 
determine as coordenadas do ponto M. 


L8) O segmento CD é dividido em três partes de comprimentos iguais pelos pontos 
E(-1; 2) e L(3; 4). Determine as coordenadas de Ce D. 


L9) Dados B(1; 4) e F(6; 8), determine as coordenadas do ponto D sabendo que D está na 
mesma reta que passa por BF e 
3BD = -2FD 


110) Num triângulo ABC são dados o baricentro G(1; 1), o ponto médio M(-2; 5) do lado 
ABeo ponto médio N(0; 3) do lado BC. Determine as coordenadas dos vértices do 
triângulo. 


Capítulo 3 — Equação geral da reta 
Capítulo 4 — Formas da equação da reta 


Capítulo 5 — Posições relativas de duas retas 


Capítulo 


Equação geral da reta 


3.1 - CONDIÇÃO DE ALINHAMENTO DE TRÊS PONTOS 


Consideremos os pontos A(x,; y,) B(xp; Yg) e C(xç; Yo) e o determinante 
Ea Ya 1 
D=|xp yp 1 

E cdi 


A questão — de extrema importância em Geometria Analítica — de sabermos 
se os pontos A, Be C estão alinhados (isto é, se pertencem a uma mesma reta) é 
resolvida pela seguinte propriedade: 


Os pontos A, B e C estão alinhados se, e somente se, o determinante 


E D é igual a zero. 


Escrevendo de modo mais formal: 


pontos A, Be C alinhados — D = O (3.1) 


Tomando, por exemplo, os pontos A(1;-1), B(3; 1) e C(-2;-4), temos: 


fo sab 
D=|3 | 
-2 -4 1 
D=1+2-12+2+4+3 
D = O e A, Be Calinhados 
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Demonstração da propriedade (x) 


Lembremo-nos, inicialmente, de que para demonstrar uma propriedade 
do tipo: 


P-s==""q 
devemos, em primeiro lugar, demonstrar que 

po = 
e, em seguida, que 

q =D 


Assim, devemos dividir a demonstração da propriedade 3.1 em duas 
partes. 


Primeira Parte 


Vamos, como caso inicial, supor que A, Be C são pontos distintos 
pertencentes a uma reta r não-paralela aos eixos cartesianos (fig. 3.1). Então 
temos: 


ou ainda: (yp E YA) (xe x Xp) = (Ye E Yp) (xp = Xa) 


Desenvolvendo e passando todos os termos para o lado esquerdo: 


XaYB * XBYCÊXeYA — XaYc-XpYA — XcYp = O (3.4) 


(:): Esta demonstração pode ser omitida num primeiro estudo. 
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O primeiro membro da igualdade (3.4) é igual ao desenvolvimento do 
determinante D. Portanto, D = 0. 

Suponhamos, agora, que A, Be C são pontos distintos pertencentes a 
uma reta paralela a um dos eixos cartesianos (fig. 3.2 e fig. 3.3). 


x 


A 
B 


x 


e temos D = 0, pois o determinante apresenta duas colunas proporcionais. 
Finalmente, vamós supor que os pontos A, Be C não sejam distintos. 
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Tomemos, por exemplo, A = B. Nesse caso, temos 


Xa Ja 
Eee: 


pois as duas primeiras linhas do determinante são iguais. 


= (xg-xa)Oc-YA) e Og -Ya)o-xA) 


Como D = 0, vem que (xp -x,)(Yc-YA) = Og -YA)(KO = XA) 

Essa igualdade pode se verificar quando ao menos um dos fatores de 
cada membro é igual a zero. 

Nesse caso, temos as possibilidades: 


º (xp =XA e YB=YA) ou Gc=YA e XC=XA) 
Então A = Bou A = Ce, portanto, A, Be C estão alinhados. 


= Xp = Xç 8 portanto, 
A, Be C estão alinhados. 


a e É E RD 
Então y A = Yp = Yç& portanto, 
A, Be C estão alinhados. 


| 


No caso em que todos os fatores são diferentes de zero, a igualdade 
pode ser escrita: 


Ya — YB 
Jc YA 
Aim é « BÃ., 
o que nos permite concluir que A, Be C estão alinhados, pois a razão AC é 
y Xa — Xp VE 
igualmente dada por abscissas ( ) e por ordenadas ( 
Equ-ka 

mente quando A, Be C são pontos da mesma reta. 


Observação: Lembrando que quando se permutam duas linhas (ou colunas) de 
um determinante este apenas muda de sinal, a condição de alinha- 
mento de três pontos A, Be C pode ser expressa por qualquer um 
dos seguintes modos: 


e Xp YB l Se Eu l 
Se Jp L|=0 7% X 1| E O,.[yc *o 1| =0 ete 
Xc Yo 1 Ma Fa 1 yp Xp 1 
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Exercícios Resolvidos 


3.1) Verifique se os pontos A(l; 1), B(3; -2) e C(5; 2) estão ou não alinhados. 


Solução 
1 | 
D = -2 1| =14 
De 


Como D É 0, os pontos não estão alinhados. 


3.2) Determine a sabendo que os pontos A(a; 2), B(3; a) é C(S; 0) estão alinhados. 


Solução 
Devemos ter: 
di E 
Des ad) =0 
5 * 054 


Desenvolvendo o determinante, vem: 
a? -Sa+4=0 


Resolvendo esta equação obtemos a = 1 ou a = 4. 


3.3) Determine o ponto da reta ÀB que pertence ao eixo das abscissas, sendo A(S; -1) e 
BCI1; 2). 


Solução 


Seja C o ponto procurado. Se C 
pertence ao eixo das abscissas, sua orde- 
nada é nula, isto é, temos C(a; 0). 

Para que os pontos estejam alinhados: 


A(5;-1) 


B(-1;2) 


5 11 
-1 2 E VESUO 
a 1 


Desenvolvendo o determinante, obtemos a equação 
-3a+9=0 
cuja raiz é a = 3. Portanto: C(3; 0). 
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Exercícios Propostos 


3.4) Em cada caso abaixo, verifique se os pontos dados estão alinhados: 
a) (2; 2); (-1; -3); (1; 1) b) GQ; 3); (4; 5); 2; 1) 


3.5) Determine o valor de k de modo que os pontos (k; 4), (11;k) e (-1; 3) estejam alinhados. 


3.6) Determine o ponto da reta ÁB que pertence ao eixo das ordenadas, sendo A(-1; 0) e 
B(2; -6). 


3.7) Determine o ponto em que a reta AB intercepta a bissetriz dos aptasipantos pares, 
sendo A(O; -8) e B(S; 7). 


3.8) Determine os valores de k de modo que os pontos A(k; -1), B(-1; k) e C(4; -2) sejam 
vértices de um triângulo. 


3.9) Verifique que os pontos A(a-1; a), B(-a; 1-a), C(a-2; a-1) estão alinhados 
Va€ER. 


3.2 —- EQUAÇÃO DE UMA RETA 


Consideremos uma reta r em um plano cartesiano. Por equação da reta r 
entendemos uma equação nas variáveis x e y que seja satisfeita por qualquer 
ponto P(x; y) pertencente a r. Deve ocorrer, também, que apenas os pontos de r 
satisfaçam a equação. 

Em alguns casos, a determinação da equação de uma reta é imediata. Vejamos 
alguns exemplos: 


a) reta paralela ao eixo Ox y 


Consideremos por exemplo a reta r 
da figura 3.4. Todos os pontos de r têm 
a mesma ordenada y = 2. Portanto, po- 2 
demos dizer que a equação de r é: 


y=2 


ou 


Fig. 3.4 


b) reta paralela ao eixo Oy 


Na figura 3.5, todos os pontos da 
reta r têm a mesma abscissa x = 3. Por- 
tanto podemos dizer que a equação de 
p-6: 

x=3 


ou. x-3=0 


c) reta bissetriz dos quadrantes ímpares 


Cada ponto da bissetriz dos qua- 
drantes ímpares apresenta abscissa iguai 
à ordenada. Portanto podemos afirmar 
que sua equação é: 


ou x-y=0 


Fig. 3.6 


d) reta bissetriz dos quadrantes pares 


Cada ponto da bissetriz dos qua- 
drantes pares apresenta abscissa igual à 
ordenada com o sinal trocado: 


"OU SEE yo=:0 


Fig 3.7 


e) eixo Ox - 
Todos os pontos do eixo Ox apre- 


f) eixo Oy 
Todos os pontos do eixo Oy têm 
- abscissax = O. Portanto sua equação é: 


Vamos determinar a equação da 
que passa pelos pontos A(1; 2) e 
3). 

“Seja P(x; y) um ponto qualquer 
reta. Pela condição de alinhamento 
rês pontos temos: 


" sentam ordenada y = 0. Assim sua equa- 


Fig 3.8 


Fig 3.9 


Vejamos agora um exemplo em que a reta ocupa uma posição qualquer no 
4 


1 
] 
1 
] 
] 
] 
] 
i 


qt-==—"-—. 


Desenvolvendo o' determinante obtemos a equação 


que é a equação da reta r. 


Observação: Quando determinamos a equação de uma reta, essa não é a única 
equação dessa reta, pois sabemos que, se multiplicarmos todos os 
termos de uma equação por um número diferente de zero, a nova 
equação será equivalente à primeira. Assim, no exemplo anterior obti- 
vemos a seguinte equação para a reta r: 


x +3y-5=0 


Mas poderíamos multiplicar todos os termos por -1 obtendo 
x- 3y+5=0 


ou ainda, poderíamos multiplicar todos os termos por 4 obtendo 
4x - 12y +20 =0 


e assim por diante. 


Com os exemplos anteriores procuramos antecipar ao leitor um fato que será 
demonstrado mais adiante: 


“Toda reta do plano cartesiano pode ser 
representada por uma equação do tipo 


ax + by. +.0=.0 


onde a, b e c são números reais tais que 
a e b não são simultaneamente nulos.” 


-Asssim, por exemplo, a bissetriz dos quadrantes ímpares tem equação 
x - y = O que pode ser escrita 


lx - ly + 0=0 


No caso do eixo Ox temos a equação y = 0, ou: 
Ox + ly + 0=0 


-3 - EQUAÇÃO GERAL DA RETA 


Vamos demonstrar o seguinte teorema: 
(3.6) 


A equação “ax + by + c = 0º” é chamada equação geral da reta. 


monstração (4) 


Consideremos sobre r dois pontos 
ntos A e B. Sendo P(x; y) um ponto 
enérico dessa reta temos, pela condição 
alinhamento: 


Bv 
MA YA 1) =0 
= yp À 


Desenvolvendo o determinante obtemos: 


XYa TX tYXa — XpYA XY - xp =0 


(YA q Yp)x 2 (xp - A)Y a (XaYp -XpYA) =0.. (3.7) 
SA dp Sa 
Fazendo xa -X=b 


qu ão (3.7) pode ser escrita: 
a by e,="0 


= 61 


Observemos que se a e b fossem simultaneamente nulos teríamos 4 

YA =-9%p=0 e Bm a =) 
isto é, os pontos A e B seriam coincidentes, o que contraria a hipótese de que 
Ae B são distintos. Portanto concluímos que a e b não são simultaneamente nulos. 


Vamos agora demonstrar o recíproco do teorema anterior: 
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Demonstração 


Sejam (x: Ya) (x; Yp) € (Xç: Yg) três pares ordenados quaisquer (de 


números reais) que satisfazem a equação ax + by + c = 0. Temos então 


ax, t by, tc=0 | 
axg +tbyg tc=0 (3.8) | 
axo tbyçtc=0 | 


As equações 3.8 formam um sistema linear homogêneo onde as incógnitas 
são a, b e c. Como estamos admitindo que a e b não. são simultaneamente nulos, 
concluímos que o sistema 3.8 admite soluções diferentes da solução trivial 
a=b=c=ÃõO. Assim,o determinante formado pelos coeficientes das incógnitas 
deve ser nulo: 


Xa Ya 1 
xg sygondop 58 (3.9) 
x Yo 1 


Porém, a equação 3.9 é exatamente a condição de alinhamento dos pontos 
A(x,: Ya) Blxp:Yp) e C(xç; Yc)- Vemos então que, qualquer trinca de pontos 
cujas coordenadas satisfazem a equação 


ae + by + = 0 - 


é uma trinca de pontos alinhados e portanto a equação Rdop nto By tc T=00", é 
equação de uma reta. 


Determine a equação geral da reta.que passa pelos pontos A(5; 3) e B(-2; -1). 
“Solução 


Sendo P(x; y) um ponto qualquer da reta, temos: 


ns w L 
5 3 1l75=0 
É di RS 


* Desenvolvendo o determinante, obtemos: 
4x - Ty +1=0 


Desenhe no plano cartesiano as retas cujas equações são dadas abaixo. 


W3x - 2y +2=0 e) x + 2,=50 
Ro) Dx + y = 0 Oy + ds 


Solução 


a) Para obtermos a reta bastam dois pontos. Assim, atribuímos dois valores arbitrários 
a X e calculamos os correspondentes valores de y: 


3x -2y +2=0 


0 <=> 3(0)-2y+2=0 => y=1 
=2 6 3(0)-2y+2=0 <=> y=4 = og 


Te x) 


--Obtivemos então os pontos A(0; 1) e B(2;4) 


[O a 


RB ox + y = 0 


x=0 <> 20) + y=0 <= y=0 
Xx=1 > HU) + y=0 <= y=-2 


3.12) 


3.13) 


Cc) x+t2=0 <=> x=-2 d) y+1=0 <= y=-1 


Determine os pontos onde a reta de equação 2x + 3y - 12 = O intercepta os eixos 
coordenados. 
Solução 


O ponto À onde a reta corta o 
eixo y deve ter abscissa nula. Portanto, 
para determinarmos A, fazemos x = O: 


2x +3y-12=0 

x=0 = 2(0)+3y-12=0<=y=4 
Assim: A(O; 4) 
O ponto B onde a reta corta o 4 


eixo x deve ter ordenada nula. Portanto, 
para obtermos B, fazemos y = O: 


y=0€<=2x+3(0)-12=0<=x=6 
Assim: B(6; 0) 


Consideremos a reta r de equação 4x - 3y + 10 = O. Verifique quais dos pontos 
abaixo pertencem a 1: 


a) Cl; 2) b) (3;5) c) (0; 2) 


Solução 
a) Para verificarmos se (-1; 2) pertence à reta, substituímos, na equação, x por -1 e 
y por 2 e verificamos se a sentença obtida é verdadeira 
4x - 3y + 10 = 0 
4-1) - 32) + 10 = 0 
-4-6+10=0 (verdadeiro) 
Portanto o ponto (-1; 2) pertence a r. 
b) 4x - 3y + 10 = 0 
43) - 3(5) + 10 = 0 
12 15-+ 10-=:0 (falso) 


Portanto o ponto (3; 5) não pertence a r. 


— co) 4x -3y +10 =0 
RS 4(o) - 3(2) + 10 = 0 
-6 + 10=0 (falso) 


O ponto (0; 2) não pertence a r. 


“Uma reta r tem equação 4x - y - 3 = Qe umareta stemequação 3x + y - 11 = 0. 
- Determine o ponto de interseção dessas retas. 


= “Solução 
Seja P(x; y) o ponto procurado. 
" Portanto o ponto P deve pertencer si- 
" multaneamente às retas r e s. Assim, de- 
vemos procurar um par (x; y) que satis- 
- faça simultaneamente as equações 


4x-y-3=0 e 3x+y-11=0 


Isto significa que devemos resolver o seguinte sistema de equações: 
4x -y- 3=0 (D 
32 + y = 


0 (II) 
Da equação (I) tiramos o valor de y: 


4x-y-3=0—> y=4x-3 (ID 


Substituindo na equação (II) obtemos: 
3x + (4x-3) - 11 = 0 


Resolvendo esta última temos: x = 2. 


Substituindo em (II) obtemos: Pl2: 5) 
RE y=40)-3=5 
Assim: P(2;5) 


3.15) Verifique se as retas r, s e t, de equações: 


(1) 3x + Qv = 5=0 
(s) 2x - 3y - 12=0 
(t) x-2y- 7=0 = 


se cortam em um único ponto. 


Solução 


Determincmos em primeiro lugar o ponto P(x; y) onde as retas r e s se cortam. 


Para isso, resolvemos o sistema 


3% E 2y — S= 10 
2x - 3y - 12 =0 


obtendo X=31€ y==2 ? 
Portanto: P(3;-2) P 


Para mostrar que a reta t também 
passa por P, basta substituir as coorde- 
nadas de P na eguação de t e verificar 
que obtemos uma sentença verdadeira: 


)—> x -2y-7 


EQ) 
P(3;-2) — 3- 2(-2) =7 = 


O (verdadeiro) 


3.16) Determine os vértices do triângulo ABC conhecendo as equações das retas que contêm 


os lados: 


<> 
AB O = 73y +97) = 


0 
<> 
AM sy RSS O 
0 


<= 
BE x =2y4+ 5 = 


Solução 
Para obtermos o ponto 


A, resolvemos o sistema 


0 
0 


jx-3y+7 
À Es y+1 


obtendo: A(2;3) 


x-3y+7=0 


Para obtermos o ponto B, resolvemos o sistema 


= ANE SS ; 
E ago do obtendo B(-1;2) 


" 
Do 


É, finalmente, para obtermos o ponto C, resolvemos o sistema 


Re="2y +" 54 =10 e pra 
E E sá obtendo C(3;4) 


17) Sendo A(-2; 3) e B(4; -1) determine a equação da mediatriz do segmento AB. 
Solução 


Em primeiro lugar, vamos lem- 
brar-nos de que, em um plano, a media- 
triz de um segmento AB (não-nulo) é a 
reta r que é perpendicular a AB passando - A 
pelo ponto médio de ÀB. Lembremo-nos 
também de que os pontos de r são eqjui- 


distarítes de A e B. Assim, por exemplo, M 
no desenho ao lado temos: B 
med. DA = med. DB 
med. EA = med. EB r 
AVE) 
em vs e 
med. MA = med. MB Re qçú 1 
e—s es se ços EN 
med. FA = med. FB AME x! 
TS 4 
Assim, para determinarmos a equa- : - NA 
ção da mediatriz de AB, tomamos um à M + B 
porto genérico P(x; y) dessa mediatriz 1 SRA 
e impomos: pd 
= F 
ôpa ôpp 


(px + Op-y4? = 
= Kp-xp? E Gp-yp? 


«+22 +y-32=(-4)2+(y + 1) 
Desenvolvendo, obtemos: 


12x-8y-4=0 


,. ou 3x-2y -1=0 


3.18) Consideremos os pontos A(3; 4) e B(8; 9) e a reta r de equação 3x - y + 1 = 0. De- 
termine o ponto de r que é egiiidistante de A e B. 


Solução 
19 modo 


Seja P(a; b) o ponto procurado. 
Como P pertence a r, vamos substituir 

suas coordenadas na equação de r: 

F 


1 
1 
3a 


3x - y 
3a - b 
b 


+ + 


0 
0 
1 


+ mn 


19) 


Assim, podemos representar o ponto P por: 
P(a;3a + 1) 
Como P é eqiiidistante de A e B, temos: 
ôpa = ôpp 
(px + Op-yp = (xp-xp)? + (yo vp)? 


(2-3)? + (Ga+1-4)2 = (2-8) + (32+1-9)? 
(a-3)2 + (32-3)2 = (2-8)? + (3a- 8)? 


Desenvolvendo obtemos: a = Lu 
Portanto: b = 3a + 1 = 35) + 1 = — 
E o ponto procurado é: P( ç z) 


2º modo 


Como o ponto P é equidistante de A e B, concluímos que P pertence à mediatriz 
s do segmento AB. Podemos determinar a equação de s obtendo 


x+y-12=0 


Em seguida observamos que o 
ponto P pertence à reta re à reta s. 
Portanto, para determiná-lo, achamos a 
interseção de r e s. Resolvendo o sis- 
tema: E 


PuçrÊ 10 
x+y-12=0 
E Ea 
obtemos x = “7 e y 4 
3 


isto é: pr o) 


Consideremos as retas r e s cujas equações são, respectivamente: 
x-3y+12=0 e 5x+3y-6=0 


Consideremos ainda um ponto A da reta r e um ponto B da reta s tais que o 


ponto M(6; 2) seja o ponto médio do segmento AB. Determine as coordenadas dos 
pontos A e B. 


Solução 


Seja a a abscissa do ponto A. 
Como A pertence à reta r podemos subs- 
tituir suas coordenadas na equação de r: 


x-3y+12=0 
a - 3yat 12=0 
car 12 

JAS 3 


3.20) 


Assim, podemos representar o ponto A por: 
a 12 Í 
3 


Seja b a abscissa de B. Como B pertence à reta s, podemos substituir suas coorde- 
nadas na equação de s: 


A(a; 


) 


Sx + 3y - 6 
Sb + 3yp - 6 
B 

46: = 


0 
0 
sb 


YB 3 


E 3 ia ). Para que M seja ponto médio 


Assim, podemos representar B por: B(b; 


de AB devemos ter: 


Bee spo YA tYB 
Xm 2 e YM 2 
a+12,6-5 
g=atb PEIES EEho SE EM 
2 2 


Resolvendo o sistema formado por estas duas últimas equações obtemos: a = 9 eb=3. 
Assim: 


ordenada de A ga ris o 9+ 2. 7 
3 Jr - 
=" 6-4). 


ordenada de B = 3 3 


-3 
E finalmente: A(9; 7) e B(3; -3). 


Sabendo que a equação da reta r é x - 4y + 17 = 0, determine um ponto de r cuja 
distância ao ponto A(8; 2) é igual a V 34. 


Solução 


Seja P(a; b) o ponto procurado. 
Como P E r, podemos substituir as 
coordenadas de P na equação de r: 


x-4y +17=0 
a-4b+17=0 
a=4b- 171 


Podemos então: representar o ponto P por P(4b - 17; b). Impomos agora que a 
distância entre Pe A é V 34: 


Gp-x,)? + (p=)? = (V34)? - 
(4b-17-8)2 + (b-2) = 34 


Desenvolvendo, obtemos a equação 
b? - 12b+35=0 
cujas raízes são:b! = 5 e b” = 7. 
Substituindo em (I) temos: 


=5 =>a=4(5)-17=3 
=7=>a=4(1)-17=11 


P'(11;7) 


Temos então duas possibilidades 
para o ponto P: 


P(3;5) e P(11;7) 
o 
A(8; 2) 


3.21) A reta r de equação x + 2y + k = O intercepta os eixos Ox e Oy nos pontos A e B 
, respectivamente. Determine o valor de k de modo que o triângulo OAB tenha área 
igual a 25. 
Solução 
Os pontos A(x,; 0) e B(O; yp) 


pertencem a r; portanto suas coordena- 
das devem satisfazer a equação 


x + 2y +k=0 
xp + M0)+k=0 e 0+2yg+k=0 
donde tiramos: 


do E 
e RD 


Sendo S a área do triângulo OAB temos: 


(Ten 
S=|-——— | = 
2 


k 


sa 
4 DE Pis 


Portanto: k? = 100 


3.22) Consideremos os pontos A(-2; 2), B(2; 4), C(4; 1) e P(1; a). 


a) Determine os valores de a de modo que P pertença a um lado do triângulo ABC. 
b) Determine os valores de a de modo que P esteja no interior do triângulo ABC. 


Solução 


a) Para que P pertença a um lado do triângulo ABC, deverá pertencer ao lado AB 
ou,ao lado AC (pois P, tendo abscissa 1, deve estar na reta 1). 
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3.23) 


Se P estiver alinhado com os pon- 
tos A e B, devemos ter: 


+ [a 
E 2 14 =0 
É ço nc | 


o que nos dá: a + 


Se P estiver alinhado com os 
pontos A e C, devemos ter: 


deito À 
-» 2 1d 0 

“pe NS 
donde tiramos: a = 5 


Assim, para que o ponto P pertença a um lado do triângulo ABC, devemos ter 
7 


a = E) ou a = z é 
b) Aproveitando o resultado anterior, vemos que, para que P seja interior ao triângulo 
ABC, devemos ter 


3 7 
“2% 


Represente no plano cartesiano os pontos (x; y) tais que: 


xty-2=0 e x-2y-5=0 


Solução 


Como as sentenças abertas x + y -2=0ex-2y-5=ãõO estão ligadas pela 
conjunção e, devemos procurar os pares ordenados (x; y) que satisfazem simultaneamente 
as duas. Portanto, devemos achar a in- 
terseção das retas r e s de equações 
xty-2=0 e x-2y-5=0 respecti- 
vamente. Determinando essa interseção 
obtemos o ponto P(3; -1) que é a so- 
lução do problema. 


n 


3.24) 


3.25) 
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Represente no plano cartesiano os pontos (x; y) tais que: 
xty-2=0 ou x-2y-5=0 
Solução 


Neste caso as sentenças abertas estão ligadas pela conjunção ou. Portanto, a 
resposta do problema é a reunião dos 
pares ordenados que satisfazem a primei- 
ra sentença com os pares ordenados que 
satisfazem a segunda. Assim, sendo 1 a 
reta de equação x+y -2=0 esa reta 
de equação x - 2y - 5=0, a resposta do 
problema é a reunião das duas retas. 


y 


Represente no plano cartesiano os pontos P(x; y) tais que: 
(K-3y +32 +(4x+3y-182=0 


Solução 
Sendo a e b números reais, temos: 
a2+b2 =0<=a=0 e b=0 
Portanto: 
x-3y+ 3=0 
(x-3y+3) + (4x+3y-18) = 0 = e (1 
4x + 3y - 18 =0 


Devemos procurar pares (x; y) que satisfaçam simultaneamente as duas equações 
do sistema (I), isto é, vamos achar a 
interseção das retas de equações 
x-3y+3=0 e 4x+3y-18=0. Re- 
solvendo o sistema obtemos x=3 e 
y=2. Assim a solução do problema é o 
ponto P(3; 2). 


3.27) 


.26) Determine as figuras representadas pelas equações a seguir 


a) (x+2y)? = (3x-y)? bd) Qxty-1) = (x-y+2 
Solução 


a) (x+2y)? = (Gx-y)? += 


=> xt+t2y=3x-y 


169) 


ou: 


x+2y=-(Ox-y) 
(A 


(1) 


Simplificando as equações (I) e 
(ID), temos: 
(x +2y)? E (3x - y)? = 2x-3y=0 
ou 4x +ty=0 

Concluímos, então, que a equação 

à + 20)" = (3x =" 

representa a reunião das retas r e s, de 
equações 2x -3y=0 e 4x+y=0, res- 
pectivamente. 


b) Ox +y-1) = K-y+2) = Qxty-l=x-y+2 <=> x+2y-3=0 


Como a equação x + 2y - 3 = O representa uma reta, concluímos que a 
equação (2x + y - D=(x-y+ 2)2 representa uma reta. 


Qual a figura representada pela equação (x + 2y)(3x-y)(x+2y+3) = 0? 


Solução 
Sabemos que:zacb=0<=>a=0 o b=0 
Assim: 
x+2y = 0 
ou 
(x+2y)(3x-y)xX+2y+3)=0 <=> 4 3x-y = 0 
ou 
JORDI 3E==0 


Vemos então que a equação fornecida representa a reunião de três retas. 
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3.28) Mostre que a equação 2x2 -xy -x-y2 +4y - 3 = 0 representa a reunião de duas retas. 
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Solução 


Primeitamente vamos lembrar-nos de que, sendo a, b e cnúmeros reais (com a 0), 
temos: 


1 


onde x! e x!! são as raízes do trinômio ax2 + bx + c. 
Vamos usar esse resultado para fatorar a expressão “2x2 -xy-x-y2 +4y - 3”, 
interpretando x como variável e y como constante: 


2x2-xy-x-y2 + 4y-3 = 2x2-(y+1l)x+(-y2 + 4y-3) 


A=b2-4ac=(y+I)P-4(y2+4y-3) = 
=y2+2y+1+8y2-32y+24 = 
= 9y2-30y+25 = (3y-5)2 

a=2 
b=-(y+1) 


c=-y2+4y-3 


4 


As raízes são dadas por: 


DEVA O G+DIVGy-S2  G+D+£Gy-5) 
2a E 


202) E 4 

E a cedo So 1 So. p= 
DO e dee Eai AoA JE + E À 
Es 4 ã ASI) 


Assim, de acordo com a fórmula (1) acima, temos: 
2x2 - (y+1)x + Cy2 + 4y-3)= 2x-x)K-x") = 


dx-g-D]k-c&+ 5] = 


" 


2x-y+Dx +E-5) 


Assim, concluímos que: 


2x2 -xy-x-y2+4y-3=0 -— 2x -y+ Da ti -)=0e» 


Portanto, a equação fornecida representa a reunião das retas de equações 


Xv = 0 e x+3 Se É 


3.29) Verifique a figura representada por cada equação: 


a) x2 - 992 =0 b) 4x2 - 24xy + 9y2 = 0 

Solução - 

a) Como x2-9y2 = x2-(3y)? = a2+2ab+b2 
= (x+3y)(x- 3y), temos: =a2-2Ab+b2 - 


x2-9y2 = 0 <=> (x+3y)Xx- 3y)= 0 <=> - (a+b)(a-b) 
<=> x+3y=0 ou x-3y=0 


Portanto, a equação x? - 9y2 = 0 representa a reunião de duas retas, de equações 
Xx+3y=0 e x-3y = 0, 


b) 4x2 - 24xy + 9y2 = (2x - 3y)? 
Assim: 4x2 - 24xy +9y2 = 0 <=> (2x-39)? = 0 <=» 2x-3y=0 
Portanto, a equação dada representa uma reta. 


3.30) Verifique que figura representa a equação |x| + |y| = 2. 


Solução 


Inicialmente, lembremo-nos de que: 


y 
fase 

Vamos, em seguida, considerar 4 casos: ã 

19) | x20 e y2z0 
o 

Neste caso temos |x|) =x e |y|=y. 0 2 x 

Portanto, a equação |x| + |y| = 2 po- E 
de ser escrita: m N 


x+ty=2 
A equação x + y = 2 representa a reta r do desenho (I). Porém, dessa reta de- 
vemos considerar apenas a parte que satisfaz as condições x 20 e y 20. 


Agora podemos escrever: |x| = 
e lyl =y. Assim, a equação dada trans- 
forma-se em: 


xr y ="2 


Esta última equação representa a 
reta s do desenho (II). Porém, dessa reta 
consideramos apenas a parte que satis- 
faz as condições xS 0e yZz0. 
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lx==x 0 [xl +I|yj=2 
yi== RE Jyao 


A figura procurada é a reunião 
das partes consideradas nos casos (1), 
(ID), (HI) e (IV). 


Exercícios Propostos 
3.31) Determinc a equação geral da reta que passa pelos pontos (4;-3) e (-7; o). 
3.32) Desenhe no plano cartesiano as retas cujas equações são dadas a seguir: 


a) 2x - y = 0 O) x+1 =) 
Db) x=+"3yç43-="0 )y-2=0 


3.33) Determine os pontos onde a reta de equação 4x - 7y + 12 = 0 intercepta os eixos 


coordenados. 
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3.34) Dê as equações das retas cujos desenhos temos a seguir: 
a) b) 


y 


3.35) Consideremos o triângulo ABÇ onde A(-4; 1), B(1; 8) e C(3; -2). Determine a equação 
da reta que contém a mediana BM. 


3.36) Determine o valor de k de modo que o ponto P(-3; Es pertença à reta de equação 


(3- 2k)x + &-Dy+5= 0. 


' 


3.37) Consideremos uma reta r de equação ax + by + c = 0, onde a e b não são simultanea- 
mente nulos. Qual a condição para que r passe pela origem do sistema de coordenadas? 


3.38) Consideremos a função dada por f(x) = x? - 2x + S e sejam A e B dois pontos do 
gráfico dessa função, cujas abscissas são respectivamente -2 e 3. Determine a equação 
da reta que passa por A e B. 


3.39) Determine a interseção das retas cujas equações são 2x + y -3=0 e 4x -3y +1=0. 


3.40) Determine os valores de a e b, de modo que as retas de equações (b-1)x+(a -2)y -6 =0 
ela-1)x-(b+1)y -9 = O sejam concorrentes no ponto (3; 1). 


3.41) Mostre que as retas de equações x +y- 4=0,2x+y-5=0e(a-3)x+(1l-a)y+22=0 se 
cortam em um só ponto para qualquer valor de a. 


3.42) Seja (a; b) o ponto de interseção das retas cujas equações são kx - y+3k=0€e 


xty-6 = 0. Determine os valores de k para os quais temosa > 0 e b< 0. 
3.43) Sendo ACS 2) e B(3; - ), determine a equação da mediatriz do segmento AB. 


3.44) Consideremos os pontos E(2; 7) e F(8; 2) e a reta t de equação x - 2y + 6 = O. De- 
termine o ponto de t que é eqjiiidistante de E e F. 


3.45) Consideremos as retas r e s cujas equações são respectivamente 2x - 7y + 21 = 0 e 
2x + 3y - 3 =-0, Consideremos ainda um ponto E na reta 1 e um ponto F na reta s 
tais que o ponto M(5; 2) seja o ponto médio do segmento EF. Determine as coordena- 
das dos pontos E e F. 


el 


3.46) 


Consideremos o ponto DC5:S) ea reta s de equação 2x - y + 4 = 0. Sejam E um 


ponto de se F um ponto da bissetriz dos quadrantes pares, de modo que o ponto F 
— 
divida o segmento orientado ED na razão r = 2. Determine as coordenadas do ponto E. 


3.47) Determine a área do triângulo sombreado na figura abaixo. 


3.48) 


3.49) 


3.50) 
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Desenhe no plano cartesiano as figuras representadas pelas equações: 


a) (x-2y+5)7 + (x+y-1)2 =0 e) |xl+2|y|=2 
b) Bx-y-22 = (x +y)? D |Ix-1|-2y=0 
o) (K-y+IP = (2x+y)2 8) Ix-y|=2 


d) x-2ly-Dkx-y-1D)x+y)=0 


Verifique a figura que representa cada equação: 

a) x? -y2 =0 d) 9x? - 6xy + y2 = 0 
b)x2+y2 =0 e) 2x2 - 2y2 - 3xy-x+7y-3=0 
O) xt = 9% =0 


Sejam M e N os pontos médios das bases 
de um trapézio. Sendo E o ponto de 
encontro das diagonais e F o ponto de 
encontro dos prolongamentos dos lados 
não-paralelos, mostre que os pontos M, 
N, E e F estão alinhados. 


Capítulo 


Formas da equação da reta 


4.1 — COEFICIENTE ANGULAR DE UMA RETA 


Consideremos inicialmente uma reta r não-paralela ao eixo Ox e seja P o 
ponto onde r corta o eixo Ox. 


y 
fps 
B Cas 
(0) P x 
Fig. 4.2 Fig. 4.3 


Seja O a medida em radianos do menor ângulo pelo qual deveríamos “girar” o 
eixo Ox em torno de P e no sentido anti-horário para coincidir com r. A esse 
ângulo damos o nome de inclinação da reta. 

Se a reta r for paralela ao eixo Ox y 
diremos que sua inclinação é nula. 6-0 

Da definição decorre que: 


0O<0o<ra 


Sendo O a inclinação de uma reta r, damos a seguinte definição: 


O coeficiente angular da reta r é o número m dado por: 


m=tgô 
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] 

n 
-—+ 
dq 
o 
) 
o 


Fig. 4.5 Fig. 4.6 
y 
Devemos observar que, se a reta r 
for perpendicular ao eixo Ox, ela não terá 
coeficiente angular, pois não existe tg ç 
(figura 4.8). fo) 


Quando O é agudo o coeficiente angular é positivo (por exemplo, ver 
figura 4.5) e quando 0 é obtuso o coeficiente angular é negativo (por exemplo, ver 
figura 4.6). 

Consideremos duas retas r e s não-perpendiculares ao eixo Ox. Neste caso 
vale a pena notar que: 


a) Se re s são paralelas, devem ter a mesma inclinação e o mesmo coefi- 
ciente angular (fig. 4.9). 


b) Se res são concorrentes, devem ter inclinações diferentes e coeficientes 
angulares diferentes (fig. 4.10). 


y 


Fig. 4.9 Fig. 4.10 
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Observações: 
12) O coeficiente angular pode ser chamado também de declive ou de- 


clividade. 
22) Alguns autores usam a palavra inclinação como sinônimo de coeficiente 


angular. 


4.2 — TANGENTE DE UM ÂNGULO 


Vamos recordar como se calcula a tangente de um ângulo usando o 
triângulo retângulo. 
Considerando o triângulo retângulo da figura 4.11 temos: 


cateto oposto b 


" cateto adjacente  c 


Vamos recordar ainda que, se 
a e 8 são dois ângulos suplemen- 
tares (caso da figura 4.12), temos: 


Exemplos 


a) Para o caso da figura ao lado 
temos: 


5 12 
tg B = 17 * tga=— 


b) tga = 


tg 8 


H 

I 
-—+ 
Ate] 
e 
H 

] 


81 


4.3 — DETERMINAÇÃO DE m CONHECIDOS DOIS PONTOS 


Sejam A(xa;YA) é B(xp; Yp) dois pontos distintos pertencentes a uma reta r. 


Suponhamos inicialmente que r não seja paralela a nenhuma dos eixos coordenados 
e seja m o seu coeficiente angular. 


Fig. 4.13 


Para o caso da figura 4.13 temios: 


e para o caso da figura 4.14: 


Ya -YA JACY 
m=tg0=-tga=-B “ALCA cB 
E E: rd Vaio 


Portanto, para os dois casos podemos escrever: 


(4.1) 
É fácil verificar que as fórmulas 4.1 Ê 
continuam válidas para o caso em que r é 
paralela ao eixo Ox. 
A B 


1 
I 
1 
| 
| 

B 
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Exemplos 


a) Dados A(4; -3) e B(1; -7), o coeficiente angular da reta que passa por 
AecBé: 


x -xp (9)-(1) 3 


4.4 — EQUAÇÃO REDUZIDA DA RETA 


Seja r uma reta não-perpendicular ao eixo Ox, cujo cocficiente angular éme 
cuja interseção com o eixo Oy é o ponto A(O; n). Consideremos um ponto P(x: y) 
qualquer de r, distinto de A. 
Temos: 


A equação 4.2 chama-se equação reduzida da reta r, onde: 


m = coeficiente angular da reta 
n = coeficiente linear da reta 
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Na dedução da equação 4.2 fizemos P & A. No entanto é fácil verificar que 
ela vale também para o ponto A. 

Devemos observar que retas perpendiculares ao eixo Ox não possuem 
equação reduzida. 

Consideremos uma reta r, não-perpendicular a Ox, cuja equação geral é 
ax + by + c = O e cuja equação reduzida é y = mx + n. Se r não é perpendicular a 
Ox, temos b £ O e, portanto: 


A 
ax+tbytc=0<—s by=-ax-ce-— y = Ca E 
y ) 
m n 


Concluímos então que: 


a) Consideremos a reta cuja equação geral é 12x - 4y + 7 = 0. Para obtermos 
sua equação reduzida, “isolamos” y: 


Exemplos 


x -4y+7=0 e 4y= xe y= ly Ls y=3xto 


Portanto a equação reduzida da reta 


é y=3x ++. Seu coeficiente angular 


ê : E ; 7 
ém =3 e seu coeficiente linear é n ne 


b) Seja a reta de equação geral 5x + 9y - 11 = O. De acordo com a fórmula 
4.3 temos que o coeficiente angular da reta é: 


5 
m=-— 


) 
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Exercícios Resolvidos 


4.1) Dê o coeficiente angular de cada reta abaixo 
b) 


a) 
y 


Solução 


a) m=tg60º=NV3 


b) m=tg 150º =- 


da 


150º 


c) Consultando a tabela do final do livro temos: m = tg 40º = 0,8391 


4.2) 


4.3) 
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9 m=0 


Determine o coeficiente angular da reta que passa pelos pontos M(5; - 1) e D(- 4; 8). 


Solução: 


muco FE Aa 
xm=xp 66-64)" 9 


Determine o coeficiente angular m e o coeficiente linear n das retas cujas equações são 
dadas abaixo: 


a) 2x-37y+5=0 95-3-1=0 
b) x=4y - 6 4 0 
O) 2x-3=0 ED pad 
Solução 


a) De acordo com a fórmula 4.3, podemos dizer que o coeficiente angular da reta de 
equação geral 2x - 3y + 5 =0 é: 


O coeficiente linear n é a ordenada do ponto onde a reta corta o eixo Oy. 
Fazendo x = O temos: 
2x -3y +5=0 

20) -3y +5=0 


Portanto mn + 


4.4) 


Outro modo de resolver o problema é passar da equação geral para a equação 
reduzida: 


dx = BES e) ad = Dy md E Se o 


; -2 a 
Portanto: m = 3 e n=3 
1 6 
E Sade Dol Apae So DA Dedo À pl é 
Ee + EladE, 
Assim: e e DE 
3 
E dm 8 eo de E me y 


Esta reta é perpendicular ao eixo 
Ox e, portanto, não tem coeficiente (0) /2 x 
angular nem coeficiente linear. 


gA- IS jgesilZ jesy=õr-3 


Assim: m 
4 
e) 4x - Sy =0 4+5y = 4x €=>y =x 


Portanto: m=5 e n,=0 


Dê as equações reduzidas das retas desenhadas abaixo. 
a) b) 
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Solução 


a) A reta corta o eixo Oy no ponto de ordenada igual a -10. Portanto: n = -10. Do 
desenho tiramos que o coeficiente angular m é: 


ea 
“2 TA 
Assim, a equação reduzida y = mx + n pode ser escrita: 
5 
E=q7ã* 10 
6 3 
b) n=6 e Nag TO 
Portanto a equação reduzida é: y = - x+6 


Exercícios Propostos 
<— 
4.5) Determine o coeficiente angular da reta AB em cada caso: 


a) AC 555) e B(4; -1) b) A(O; - 5) e B(5: 4) 


4.6) Dê a equação reduzida de cada uma das retas a seguir: 


a) 4x - 8y +21 =0 c) 4x +9=0 
pA-D- 3 d) 8x + 15y=0 


4.7) Determine o coeficiente angular (m) e o coeficiente linear (n) das retas cujas equações 
são dadas a seguir: 


4x 
a) 3x =6-7y Da “é 
b) 5x+9y+1=0 a 6=-9x+ 


4.8) Dê as equações reduzidas das retas desenhadas a seguir: 


b) 


4.9) São dados os pontos A(4; -3) e B(O; >. Determine os valores de a de modo que a reta 
<> 

de equação (a2 - 1)x + (a2 + 1)y - 1 = O tenha o mesmo coeficiente angular da reta AB. 

4,10) A reta r tem coeficiente angular igual a 2 e corta o eixo das ordenadas no ponto (0; -5). 


A reta s tem coeficiente angular igual a 3 e corta o eixo das ordenadas no ponto (0; 4). 
Determine a interseção de res. 


4.5 — EQUAÇÃO DA RETA CONHECIDOS m E UM PONTO 


Consideremos uma reta r não-perperidicular ao eixo Ox, da qual conhecemos 
o coeficiente angular m e um ponto A(xy ; ya). Consideremos sobre r um ponto 
qualquer P(x; y), com P + A. Temos, então: 


(4.5) 


Para podermos escrever a equação 4.4 admitimos P A. No entanto, a 
equação 4.5 vale também para P = A. 


Exercícios Resolvidos 


4.11) Determine a equação da reta que passa pelo ponto A(2; 3) e tem coeficiente angular 
m = 7. 
Solução 
De acordo com a equação 4.5 temos: 
y-yA=m(kx-xa) 


y-3 =Nx-2) 
y=7kx-ll 


4.12) Determine a equação da reta que passa pelos pontos A(3; 4) e B(5; 9). 


Solução 
19 modo 
Podemos resolver este problema como fizemos no capítulo 3, usando a condição 
de alinhamento: 
Vo =, 
ge = =0 
qa 


Desenvolvendo o determinante obtemos: 
5x-2y-7=0 
2º modo 


. . nd 
Uma outra maneira de resolvermos o problema é, em primeiro lugar, calcularmos 
o coeficiente angular da reta: 


Em seguida usamos a equação 4.5: 
Y-yA=m(x-xa) 
ESSE =) 


Simplificando esta última equação obtemos: 
5x-2y-7=0 
Poderíamos também ter escrito: 
y-yB = m(x- xp) 
5 
gs = 2 G —5) 


obtendo a mesma equação: 5x -2y -7=0 


4.13) Consideremos uma reta r de equação y = 4x - 3 e um ponto A(6; -1). Determine a 
equação de uma reta s que passa por A e é paralela à reta r. 


Solução: 
A reta r, de equação y = 4x - 3, 
tem coeficiente angular my = 4. Seja mg 


o coeficiente angular da reta s. Como s e 
r são paralelas, devem ter o mesmo coe- 
ficiente angular: 


ms=my=4 


414) 


Portanto, podemos determinar a equação de s usando a fórmula 4.5: 


Y-YA =m(X-xa) 
y-C1)=4Gk -6) 
Simplificando obtemos: y = 4x - 25 


Num triângulo ABC, os pontos M(7;2), N(8;6) e P(4;5) são os pontos méd médios dos 
lados AB, BC e AC respectivamente. Determine as equações das retas AB, PYo e BC. 


Solução 
1º modo 
Uma maneira de resolver este problema é, usando as fórmulas do ponto médio, 


determinarmos as coordenadas de A, B e C (como foi feito no capítulo 2). Em seguida 
determinamos as equações pedidas. 


2º modo 


Uma outra maneira de encaminharmos a solução é lembrarmo-nos da propriedade .- 
da Geometria Plana que nos diz que o 
segmento que-liga os pontos médios de A 
dois lados de um triângulo é paralelo ao 
terceiro lado. Na figura ao lado, o, supondo 
que M seja o ponto médio de AB e que P 
seja o ponto médio de AC, podemos afir- 
mar que MP é paralelo a BC. Vamos usar 
então essa propriedade para resolver o 
nosso problema. 
em 
A reta MP tem coeficiente angular 
m dado por: A 


N 


A reta BC é é paralela à reta À MP e portanto ambas têm o mesmo coeficiente angular 
m = -1, Além disso a reta BC passa pelo ponto N. Usando a fórmula 4.5 podemos es- 
crever a equação de BC: 

yY = yN = mé - xy) 

y-6 =-I(x-8) 

y=-x+14 


mese «PR am 
Procedendo de modo análogo, podemos obter as equações de AC e AB que são, 
respectivamente: 


y=4x-ll ey= 
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4.15) Consideremos as retas r, s e t cujas equações são, respectivamente, y = 4x - 1, y = 
=-3x+2ey=5x+(3k- 7). Determine k de modo que as retas se cruzem em três 


pontos distintos. 


Solução 

Pelos coeficientes angulares percebemos que, entre as retas dadas, não há nenhum 
par de retas paralelas nem coincidentes (os coeficientes angulares são todos distintos). 
Portanto, para essas três retas, só há duas possibilidades: ou elas passam todas por um 
mesmo ponto (figura a) ou cortam-se em três pontos distintos (figura b). 


s 
Fig. a Fig. b 


O problema pede a situação da figura b. Vamos então, em primeiro lugar, deter- 
minar a interseção das retas r e s, resolvendo o sistema 


y=4x-1 
y=-3x+2 


e obtendo o ponto PS). 


Devemos agora garantir que o ponto P não pertença à reta t, isto é, suas coordena- 
das não devem satisfazer a equação y = 5x + (3k - 7): 


yp É 5xp + (3k - 7) 


5 3 
q AS) + (3k - 7) 


Simplificando esta desigualdade obtemos: 
39 
k & 2 
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Exercícios Propostos 


4.16) Determine a equação da reta que passa pelo ponto A(3; -4) e cujo coeficiente angular 


éiguala 5. 


4 


4.17) Determine a equação da reta que passa pelos pontos M(- 3 


:D e NG -D). 


4.18) Determine as equações das retas cujos desenhos são dados a seguir: 
a) b) 


4.19) Consideremos uma reta t de equação 2x - Sy + 1 = O e um ponto D(3; -4). Determine a 
equação da reta s sabendo que ela passa por D e é paralela a t. 


4.20) Determine os valores de k de modo que as retas de equações y = (3k - l)x + le y= 
=(k2-4k + 9)x + 7 sejam paralelas. 


4.21) Asretasr, se ttêm equações 2x -3y+1=0,x+3y-6=0e4x-y +2 = 0. Determine 
a equação da reta que é paralela à reta r e que passa pela interseção das retas s e t. 


4.22) Determine a equação da reta que passa pelo ponto aN'3 ;4) e é paralela à bissetriz dos 
quadrantes pares. 


4.23) Mostre que o quadrilátero ABCD, onde A(-2; -5), B(2; 6), C(4; 7) e D(0;-4) é um 
Pq saganitão: <>, +53, 
(Sugestão: Mostre que AB/CD e AD/ BC) 


4.24) No paralelogramo ABCD, são dadas as equações das retas que contêm os lados AB e BC: 
<— 
AB Sx+y -2=0 
— 7d 
BC 3x-2y-1=0 


Sendo D(-2; 0) determine as coordenadas de A e C. 
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4.6 — EQUAÇÃO SEGMENTÁRIA DA RETA 


Consideremos uma reta r que não passa pela origem e intercepta os eixos Ox 
e Oy nos pontos P(p; 0) e Q(0; q) respecti- 
vamente (observe que devemos ter p £ O 
e q0). Para obtermos a equação dessa 
reta podemos recorrer à condição de 
alinhamento: 


Desenvolvendo o determinante obtemos: 
tqx+py-pq=0 
Dividindo todos os termos por pq: 


Al o1=0 
p q 
ou ainda: |(Ésls (4.6) 


A equação 4.6 é a equação segmentária da reta r. 


Exemplos 
a) Consideremos a reta cuja equação 
segmentária é Sis = 1. Como o deno- 


minador de x é 2 concluímos que a reta 
corta o eixo Ox no ponto de abscissa 2. 
Como o denominador de y é 3, concluímos que a reta corta o eixo Oy no ponto de 
ordenada 3. 

b) A equação segmentária da reta s é: 


Observemos mais uma vez que uma reta, para ter equação segmentária, deve 
cortar os dois eixos em pontos distintos, isto é, não pode passar pela origem do 
sistema de coordenadas e não pode ser paralela a nenhum dos eixos. 
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Exercícios Resolvidos 


1.25) Determine a equação segmentária da reta cuja equação geral é 5x + 6y - 30 = 0. 


Solução 
1º modo 
Vamos determinar os pontos onde a reta corta os eixos. 
5x+6y -30=0 
x=0<=5(0)+6y -30=0<=y=5 
y=0€<=>5x +6(0)-30=0<=>x=6 
Portanto a equação segmentária é: 


Eae (A 1 


6=0:5 


2º modo 


- ” sx , 6y 30 x 
ing a a ih io Recon E ç 


4.26) Determine a equação segmentaria da reta cuja equação geral é 6x - 20y - 15 = 0. 


Solução 
Vamos resolver este problema apenas pelo 2º modo. 


6x-20y-15=0<=>6x-20y=15e>—-D2 Te cqele 


ERES 
Sebagea indo “4 
4 


2 


Exercícios Propostos 


4.27) Obtenha as equações segmentárias das retas cujas equações são dadas abaixo: 
a) 4x + 7y - 28 = 0 
b) 3x -40y -4=0 
co) y=3x-1 
d) 4x - 9y = 0 


4.28) Dê as equações gerais das retas cujas equações segmentárias são dadas a seguir: 


4.29) Dê as equações segmentárias das retas cujos desenhos são dados a seguir. 


4.7 — EQUAÇÕES PARAMÉTRICAS DA RETA 


As três formas da equação da reta que vimos até agora (geral, reduzida e 
segmentária) têm algo em comum: através de uma única equação relacionamos as 
coordenadas x e y de um ponto genérico da reta. Porém, em certos casos, pode ser 
vantajoso expressar as coordenadas x e y em função de uma terceira variável 
chamada parâmetro. Obtemos assim as chamadas equações paramétricas da reta. 


Exemplos 
a) Consideremos a reta de equações paramétricas 
x="+T 
E 2t-1 
Aqui estamos expressando as coordenadas x e y de um ponto qualquer da 


reta, em função do parâmetro t. Poderemos (se quisermos) fazer o desenho da reta 
atribuindo valores arbitrários a t. Por exemplo, vamos atribuir a t os valores 0 e 1: 


x= 0 o Sa | 

=) Para t = 0 o ponto é (1; -1), 
y=U0)-1=-1 
x=1 E | = 2 

t=1 Para t = 1 0 ponto é (2;1) 
y=U)-1=1 


Se quisermos, poderemos também 
obter a equação geral da reta “eliminando” 
"O parâmetro t. Para isso vamos isolar o 
parâmetro t em uma das equações e subs- 
tituí-lo na outra: 


x=t+tl<s t=x-1 


Substituindo na equação y = 2t - 1 obtemos: 
q DU 1) = 
ou: 2x -y -3=0 
b) Consideremos a reta de equações paramétricas 
x=3t-1 
y = 2t * | 


e vamos obter sua equação geral: 


à é tha Last 
3 
Substituindo em y = 2t - | obtemos: 
x+1 
MK : )-1 


ou: 2x -3y + 5=0 


c) Seja a reta de equações paramétricas 
I =4t + 2 
8 
y= 3! + 3 


Substituindo em y 5 + 3 obtemos: 


8 ,x-2 


ou: 2x -3y +5=0 


Observemos os exemplos b e c acima. Reparemos que para dois pares dife- 
rentes de equações paramétricas 


=3t-1 x=4t +2 
é 8 
= 2t +] Y=7tta 


obtivemos a mesma equação geral, isto é, aqueles dois pares de equações paramé- 
tricas representam a mesma reta. 
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Com estes exemplos quisemos mostrar que uma única reta admite uma infi- 
nidade de pares de equações paramétricas do tipo 


x= oq +B 
y=at+pB 


' m- , . . ni as “ 
onde a, o”, 6 e B' são números reais tais que a e a não são simultaneamente nulos. 


Exercícios Resolvidos 


4.30) Obter a equação geral de cada reta a seguir, dadas por suas equações paramétricas. 


a) Egudra b) [x=5 
y="1+1 =8t-1 
Solução 
a) x=n+5 eta HS 
Substituindo na equação y =-3t+ 1 obtemos: 


y=-482)+1 


ou: 3x + 2y -17=0 


b) Neste caso temos x = 5 para qualquer 
valor de y. Portanto trata-se da reta 
paralela ao eixo Oy cuja equação 
geral é 


x-5=0 


4.31) Obtenha um par de equações paramétricas para a reta cuja equação geral é 4x - 3y + 5 = 0. 


Solução 


Como já chamamos a atenção, este problema tem infinitas soluções. Para obter 
uma solução, substituímos a variável x por uma expressão do tipo at + 8. Façamos, por 


exemplo: 
x=6t+9 
Substituindo em 4x - 3y + 5 = O obtemos: 
46t+9 -3y+5=0 
24t + 36-3y +5=0 
y=8 +40 


Assim, um par de equações paramétricas da reta dada é: 


x=6t+ 9 
y gt + 41 


3 


4.32) Consideremos uma reta cujas equações paramétricas são 


e = +B 
y=at+p' 
Mostre que a reta passa pelo ponto (f; B'). 


Solução 


Fazendo t = O nas equações dadas, obtemos: 
x=0(0) +B =B 

E a'(0) + B' =p 

Portanto um dos pontos da reta é (B; B'). 


: x=at + z a E 
4.33) Suponhamos que E Se Ê é um par de equações paramétricas de uma reta, 
' 
tal que «0. Mostre que o coeficiente angular m da reta é m = “. 


Solução 


ER RR 


Substituindo em y = a't +” obtemos: 


AR A , 
x = a a 
y = (65Ê) + pr = ix SÉ q! 


RIR. 


Portanto m = 


4.34) Um dos pares de equações paramétricas de uma reta é. 


a 


y=6t-9 
Determine seu coeficiente angular. 
Solução 
Usando o resultado do exercício anterior temos: 


m = 


cs 
E 


ENTE 
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— SEE 


Exercícios Propostos 


4.35) 


4.36) 


4.37) 


4.38) 


4.39) 
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Dadas as equações paramétricas, obtenha a equação geral de cada reta a seguir: 


x= <St+ 2 x=6t+09 
a) b) 
y=4+3 y=-] 
Dada a equação geral, obtenha um par de equações paramétricas, usando a substituição 
sugerida, em cada caso a seguir. 
a) 6x -5y+2=0; x=2t-1 
b) 6x -5y+2=0; y=4t+10 
c) 10x-y +1=0; x=3t+2 


Consideremos uma reta de equações paramétricas 


x=-3t+9 
y=4 -1 


Determine seu coeficiente angular. 


Obtenha a interseção das retas r e s dadas por suas equações paramétricas: 
(1) Sa t+1 ni (9) Ze -M+3 
I s 
y=-2+3 Ye 2t +] 
Mostre que os pontos médios dos lados de um quadrilátero convexo são vértices de um 
paralelogramo. 


—— —— ss 
E Fe 


Capítulo 


Posições relativas 
de duas retas 


- 51 — INTRODUÇÃO 


Sejam r e s duas retas contidas 


3) r e s são concorrentes se, e 
somente se, elas têm apenas um 
ponto em comum, isto é, 


rNs=(A) 
onde A é o ponto de interseção. 


b)res são paralelas se, e somente 
se, elas não têm nenhum ponto 
em comum, isto é, 


rNs=D 


Para indicar que r e s são para- 
lelas, escreveremos: 


ris 


c)r e s são coincidentes se, e 
somente se, são a mesma reta, 
isto é: 


r=s 


em um mesmo plano. Diremos que: 
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Dada uma reta r de um plano cartesiano diremos que: 


Y r 
a) r é vertical se, e somente se, 
r é paralela ao eixo Oy (ou 
perpendicular ao eixo Ox) 
(6) x 
y 
b) r é horizontal se, e somente se, r 
r é paralela ao eixo Ox 
(6) x 


Observação: 
Para alguns autores, duas retas É e s de um plano são paralelas se, e somente 


se, 
INns=6 ou r=s 


Assim, para esses autores, as retas coincidentes constituem um caso particular 
de retas paralelas. 


"5.2 — RETAS PARALELAS 


Consideremos inicialmente duas retas r e s não-verticais, cujas equações 
reduzidas são: Ê 


(1): y=mx+n; 
(s): y=mox +m 


Conforme já destacamos no capí- 
tulo 4, para que as duas retas sejam para- 
lelas, devem formar o mesmo ângulo 0 
com o eixo Ox e, portanto, devem ter o 
mesmo coeficiente angular (mas coefi- 
cientes lineares diferentes). Assim, deve- 
mos ter: 
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No caso em que as retas r e s são 
verticais, são também paralelas e ambas 
têm equação do tipo 


5.3 — RETAS CONCORRENTES 


Consideremos agora r e s retas não-verticais e concorrentes, cujas equações 
reduzidas são: 


(1): y 
(s): y 


H 


m;X + ny 
max + n5 


H 


Neste caso os ângulos formados por 
res com o eixo Ox devem ser distintos 
(0 £ a) e portanto as duas retas devem 
ter coeficientes angulares distintos 


Quanto aos coeficientes lineares, 
podem ser distintos (como na figura 5.3) 
ou iguais (como na figura 5.4). 


Caso uma das retas seja vertical, 
para que sejam concorrentes basta que a 
outra reta não seja vertical. 
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5.4 — RETAS COINCIDENTES y 


Sendo r e s retas não-verticais, de 
equações reduzidas 


(1): y=mx+mn; 
(s): y=mx+m 


Fig 5.6 
para que sejam coincidentes, devemos ter obviamente: 


5.5 — RESUMO 


Sejam r e s retas cujas equações reduzidas são: 


1): y=mx+mn; ! 


(s): y = myX + n2 
emos então: 


Neste caso r e s são concorrentes, 
isto é, 


rNs= (A) 


Neste caso r e s são paralelas: 
EY's 


Neste caso r e s são coinci- 
dentes: 


r=s 
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Exercícios Resolvidos 


5.1) Dê a posição relativa das retas r e s em cada um dos casos seguintes: 


[o y=4x+2 
a) 


5.2) 


(s): y=4x-9 


b) [em 2x +5y-2=0 


(s): 3x -9y+7=0 


o) (1): 8x + 6y +2=0 
(9): 12x+9y+3=0 
Solução 


a) As retas têm o mesmo coeficiente angular (m = 4) porém coeficientes lineares 


distintos (2 e -9). Portanto são retas paralelas. 


b) (1): 2x+5y-2=0 (9): 3x-9y+7=0 
du Sos 2 de 
Es ni 


c) 


Aqui temos my & mg e portanto as retas são concorrentes. 


(1): 8x+t6y+2=0 (s):  12x+9y+3=0 
6y=-8x-2 9y=-12x-3 
stco mei À a AR 
A a RO 
Como vemos, as retas têm o mesmo coeficiente angular m = -Se o mesmo 
coeficiente linear n = - Es Portanto, são retas coincidentes. 


Vamos dividir todos os termos da equação 8x + 6y + 2 = O por 2 obtendo 
“4x + 3y + 1 = 0”. Em seguida vamos dividir todos os termos da equação 
12x + 9y + 3 = O por 3 obtendo novamente a equação “4x + 3y + 1 = 0”. Com isso 
queremos destacar que quando duas retas são coincidentes, mediante divisões ou 
multiplicações “convenientes”, podemos conseguir que as equações das retas fiquem 
iguais. 


Determine os valores de a para os quais as retas de equações ax + 3y + 1=0€e 
12x + ay + 2 = O são paralelas. 


Solução 


(x): 
(s): 


Suponhamos inicialmente a 5= 0. Assim os coeficientes angulares das retas r e s são: 


a 
o Se lt q O ap 


ax + 3y + 1=0 
12x+ ay + 2=0 


a 


enquanto os coeficientes lineares são: 


1 
Nr = e Ng adora 
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Para que r e s sejam paralelas devemos ter 


My = Mg (D 
e Nr É ng (ID 
A condição (1) nos dá: 
E ade 
dE oe IÃ 
ousa = E 6; 
e > It 2) 
A condição (II) é: - 3 *- = 
ssa 1 3) 
Para a = 6, a condição (II) fica: ns * - rã (falso) 
E 1,-2 f 
Para a =-6, a condição (II) fica: -3 FE (verdadeiro) 
Assim, apenas o valor a = - 6 deve ser aceito. 


Finalmente, admitindo a = O, as equações de r e s ficariam: 
(): 3y+1=0 
(s) 12x +2. =0 


e obviamente não seriam paralelas. Assim, a resposta do problema é a = -6. 


, 


5.3) Estude, segundo os valores de a, as posições relativas das retas r e s dadas pelas 
equações: 
(1):--(a + 2)x-+-4y +4:=0 
(9: Qar=tx + (a +3)y+S =0 


Solução 
Suponhamos inicialmente a + 3 £ 0, isto é, a £ -3. Assim temos: 
a E2 2a +1 
e PURE E E RT 
4 -5 
ga sei Ns=7+3 


a 2 2a+1 
=> 2.. = = = 
ETs E dido 3a+2=0<>a=loua=2 


Portanto: 


19) paraa = 1 temosm,=mçen ne portanto as retas são paralelas. 


2º) paraa = 2 temosm, = ms e nr =nçe assim as retas são coincidentes. 


39) paraa £l ea 2 teremosm,&me as retas são concorrentes. 
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5.4) 


5.5) 


Finalmente vamos analisar a possibilidade a + 3 = 0, isto é, a = -3. Substituindo nas 
equações dadas obtemos: 


(1): -x+4y+4=0 [ 


(e =sx +53 = 0 s é vertical 


Isto significa que para a = -3 as retas serão concorrentes. 
Em resumo temos: 


aftleaf£?2 <>res são concorrentes 
a=1 <>r es são paralelas 
BS <=> 1 e s são coincidentes 


Mostre que as retas r e s de equações 
(ME Qarberas-Dy+1isoO 
(seta + 29x + (as ly P3s 0 
são concorrentes para todo a E R. 
Solução 
Suponhamos inicialmente a -1 £0ea+1 o0,istoé,a fl eca-1. Temos 
então: 


m=-—"—— e mç=- 


Vamos verificar se é possível ocorrer my = mg: 


2a+1 AF? 
dc bs p cdatol 


<>a2 +22 +3=0 


Calculando o discriminante desta última equação obtemos: 
A = 22 - 4(1)(3) =-8 


Portanto, como A<(0, a equação a? + 2a + 3 = O não possui raízes reais; então 
“my = mg” não pode ocorrer. Assim, teremos my & mç e as retas serão concorrentes 
para qualquer a (coma £lea £-1). 

Vamos analisar agora os casos a = 1 ea =-1. Paraa = 1 as equações der e s ficam: 


(1): 3x + E =0 
(3)=3x +2y- + 35 0 
e é óbvio que r e s serão concorrentes. Para a = -1, as equações de r e s ficam: 
(n):-x-2y+1=0 
(5) == 


e é fácil concluir que novamente r e s serão concorrentes. 
Em resumo, para qualquer a € IR, as retas r e s serão concorrentes. 


Determine o valor de k de modo que a representação gráfica do sistema 


4x -Sy+1=0 (1) 
3x6 ky E 7=0 (ID) 


seja um ponto. 
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Solução 


O que o problema pede equivale a dizer que as retas cujas equações são (1) e (ID, 
devem ser concorrentes. 


Suponhamos inicialmente k = O. Assim: my -S e mç=- Ea 


Para que as retas sejam concorrentes, impomos my mg 


4 3 15 
my É mg graca mi cod hi E 


Analisemos agora o caso k = 0. Substituindo nas equações dadas temos: 


4x -5Sy+1=0 
3x 87 =0 


e é fácil verificar que estas equações representam retas concorrentes. 
Em resumo, para que a representação gráfica do sistema seja um ponto, basta 
que k £- b. 3 
N 


N 


5.6) Determine o valor de k de modo que a representação gráfica do sistema 


4x -(k+2)y+1=0 40) 
(k + 3)x - 14y +2=0 (11) 


seja uma reta. 


Solução 


Para que o sistema represente apenas uma réta, as retas cujas equações são (I) e 
(IN), devem ser coincidentes. Supondo inicialmente k + 2 £0, temos: 


Ee: pls !| 
M-rx+2 ºE+2 

k+3 ZE 4] 
DAL? 5514 + HL=74 "7 


Assim, para que as retas sejam coincidentes devemos ter my = myy e ny = ny. 


4 K+3 
Es Ctt=s ou k =-10 (ID 


1 1 : 
EST per k=S (IV) 


my = my ms 
ny = Ny <> 


Para satisfazer simultaneamente as condições (III) e (LV), devemos ter k = 5. 

Analisemos agora a possibilidade k + 2 = 0, isto é, k = -2. Substituindo nas 
equações (I) e (II), obtemos: 

4x +1=0 

x-14y+2=0 

Estas duas últimas equações não representam retas coincidentes. Portanto, para 
satisfazer a condição do problema, devemos ter apenas k = 5. 
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s, 


Exercícios Propostos 


8.7) 


E 
N 


5.8) 


529) 


5.10) 


5.11) 


5.12) 


Diga as posições relativas das retas r e s em cada um dos casos abaixo. 


a) (1):5x + y-2=0 (s):3x-2y-1=0 
b) (D):x-y-3=0 (s): 2x -2y+3=0 
o) (rn):ax+y-1=0 (M:x-= ay E1=0 
d) ():ax + 2ay -5 =0 (9):x+2y-5=0 


Para que valores de a as retas de equações ax + 3y - 6 = 0 e 12x + ay - 12=0são 
paralelas? 


Para que valores de k as retas de equações kx - 2y + 6 =0 ex +y - 3=0 são con- 
correntes? 


Estude, segundo os valores de k, as posições relativas das retas r e s de equações: 


(n):(k-2x+3y+1=0 
(9): kx+ (k+ 2Dy -k=0 


Estude, segundo os valores de k, as posições relativas das retas r e s dadas por: 


(rn): (k - 1)x + 5y + 2k =0 
(9):3x + (k+ 1)y + 8=0 


Mostre que, para todo k, as retas de equações 
(nm): (k+I)x+y +k=0 
(9): (2k+ 1)x+(k+2)y-1=0 

são concorrentes. 


5.6 — POSIÇÕES RELATIVAS E EQUAÇÃO GERAL 


Consideremos duas retas r e s cujas equações reduzidas e gerais são: 


(D):ax+tb;y+tc=0 
(s):agx tb;y + 0, =0 


():y=mx+m; 
(s): y = max + m 


Suponhamos ainda: a £ 0, b; £ 0, c + 0. 


Lembrando que m = -+ en= -+ temos: 
Ap e Ba Le Ra À 
a) A condição m; = m; pode ser escrita - BE E ou, ainda, — É PE SS 
dão n, = jpgóilidazoa 5 e Bs ça 
b) A condição n, = mn, pode ser escrita - dai = ou, ainda, — dio 
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Em resumo: 


Exemplos 
a) Consideremos as retas de equações 4x - 3y + 7 =0e8x-6y+1=0. 
Temos: 
ds 34, 7 É 
a da 


Portanto as retas são paralelas 


b) Consideremos as retas de equações 2x + 3y-+ 1=0e 5x+7y+2=0. 


Temos: 
de 43 
57 


Portanto as retas são concorrentes 


c) Consideremos o problema 5.2. O problema pede para determinarmos os 
valores de a de modo que as retas de equações ax + 3y + 1 =0€e 
12x + ay + 2 = O sejam paralelas. Supondo inicialmente a + O, podemos 


colocar: 
a e | 
47 
A condição E + nos dá a = + 6. Porém a possibilidade a = 6 não serve pois 


termos SPU gel: Ficamos apenas =-6 
12 67" Ficamos apenas com a = -6. 


Analisando agora a possibilidade a = O, fazemos as substituições nas equações 
dadas obtendo: 
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nd ai is e 


== 


Estas duas últimas equações não representam retas paralelas. Portanto o único 
valor que nos serve é a = -6. 


5.7 — RETAS PARALELAS E EQUAÇÃO GERAL 


Consideremos duas retas paralelas r e s cujas equações gerais são: 


():ax+tb;iy tc; =0 
(s):agx + b;y + 0, =0 
Suponhamos ainda que: a, £+0 eb; £0. 


E : a b 
Como as retas são paralelas temos: => 
2 2 


dio O oval E Regi B 
A relação =! = —? significa que, dividindo os termos de uma das equações por 
E q Pp 
uma constante “conveniente” conseguiremos obter o mesmo coeficiente para x e o 
mesmo coeficiente para y nas duas equações. 
Exemplo 


Consideremos as retas r e s: 


(r): 12x -20y+7=0 (D 
(s): -15x+25y + 9 =0 (11) 
12" =20". 4% É da Ei 
Como 45755 + concluímos'que r e s são paralelas. Vamos dividir todos 


os termos da equação (I) por 4 obtendo 3x - Sy +ã= O. Em seguida dividimos 


todos os termos da equação (II) por -5 obtendo 3x - 5y = O. Assim as retas re 
s podem ser representadas pelas equações: 


(1): 3x -5y +5= 0 


(s): 3x - 5y = 0 


Conseguimos o mesmo coeficiente para x e o mesmo coeficiente para y nas 


á = 5 e 7 9 
duas equações. Apenas os termos independentes são distintos: e-s 
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Exercício Resolvido 


5.13) 


Consideremos uma reta r de equação 5x - 2y + 7 = 0 e um ponto P(1;-4). Determine a 
equação da reta s que passa por P e é paralela à reta r. 
Solução 
19 modo 
De acordo com as observações anteriores, se a equação de r é 
5x -2y+7=0 
a equação da reta s (paralela a r) pode ser escrita: 
9x - 2y +k=0 (D 
Para a ato qd k, partimos do fato de que P(1;-4) pertence a s. Assim, 


vamos substituir as enadas de P na equação (I), obtendo: 
SD -2U-49) +k =0 
donde: k = -13 


Portanto, a equação de s é: 5x - 2y - 13 =0 


2º modo 


Se a equação der é 5x - 2y + 7 = 0, seu coeficiente angular é m +. A retas, 


sendo paralela a r, deve ter o mesmo coeficiente angular de r. Como s passa por P, sua 
equação pode ser escrita (ver capítulo 4, equação (4.5)): 


y-yp=m(x- xp) 
y-C9=5G-1) 
ou: 5x -2y-13=0 


Exercícios Propostos 


5.14) 


5.15) 


5.16) 
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Determine a equação de uma reta que passa pelo ponto a e é paralela à reta de 


equação -4x + 9y + 1 = 0. 


Consideremos as retas r e s de equações 4x - y + 2=0e 3x +2y - 1 = 0 respectivamente. 
Um paralelogramo tem dois de seus lados contidos nas retas r e s. Sabendo que um dos 
vértices do paralelogramo é P(1; 2), determine as equações das retas que passam pelos 
outros dois lados. 


Para o paralelogramo do problema anterior, determine as coordenadas dos outros três 
vértices. 


5.8 — RETAS PERPENDICULARES 


Consideremos duas retas perpendiculares r e s (que não sejam paralelas a 
nenhum dos eixos) tais que suas inclinações sejam respectivamente 0, e 0, e seus 
coeficientes angulares sejam respectivamente m, e mg. 

Podemos supor, para facilitar o 
raciocínio, que 

DE 20. 

Em relação ao triângulo colorido 

na figura 5.7, o ângulo 0, é externo; 


portanto, ele é igual à soma dos internos 
não-adjacentes: 


9,=0, +5 
s I 2 
Assim: tg 0, = te (0, +) (D Fig. 5.7 
“Da trigonometria sabemos que: tg (a a =-cotga 


Portanto, a relação (I) pode ser escrita: 
tg 0, = - cotg 0, 
1 


ou ainda: tg O, = BETO: 
I 


(11) 


Como tg O; = ms e tg0; = my a relação (II) pode ser escrita: 


(5.1) 
ou: 
ou ainda: (5.2) 
Exemplos 


a) Consideremos as retas r e s cujas equações reduzidas são: 


. : B 
(1): q = + o 


RE RREt 
(s): dc DR 
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E ê 3 E E 4 
O coeficiente angular de r é m, =5 e o coeficiente angular de s é m, = -— 


4 3 
Reparamos que: 
E a 
. 
4 
dd l 
isto é, m, = - — 
Mr 


Portanto, r e s são perpendiculares. 

b) Consideremos as retas r e s de equações 
(DS ME= z x + 16 
(9): y=kx+1 


Para que r e s sejam perpendiculares devemos ter 


c) Sejam as retas r e s de equações 
(1): y=kx+1 
(9): y=78=9 
Para que r e s sejam perpendiculares, devemos ter 
1 
ai 
d) Consideremos a reta r de equação 
y=4x+10€e o ponto A(2; 3). Vamos 
determinar a equação da reta s que passa 
por A e é perpendicular a r. O coeficiente 
angular de r é m, = 4. Portanto o coefi- 


ciente angular de s é m, = - = Sabendo 


que s passa por A, vamos usar a equação 
(4.5) do capítulo 4, para obtermos a 
equação de s: 


yY-yYA=max-xa) 
1 
oi do dede is 


Simplificando obtemos: y = sa +5 ou x+4y-14=0 
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5.9 — RETAS PERPENDICULARES E EQUAÇÃO GERAL 


Consideremos, inicialmente, duas retas r e s não-paralelas a nenhum dos eixos, 
cujas equações gerais são: 


(1): axtb;y+tc=0 
(s): ax + boy + c=0 


E 2 a a 
Seus coeficientes angulares são m, = Epi Mm, = Rida 


b; bo 
Introduzindo na relação m, « ms = -1, obtemos: 


DCD 


A relação m, « ms = -1 vale apenas para retas não-paralelas a nenhum dos 
eixos; no entanto a relação aja, + b;b, = O vale mesmo que a reta r (ou s) seja 
paralela a um dos eixos. 

Consideremos agora uma reta r de equação geral 


ax + by + c=0 
Conforme mostraremos a seguir, a equação de uma reta s, perpendicular a r, 
poderá ser escrita do seguinte modo: 
bx -ay tk=0 
De fato, de acordo com a equação (5.3) temos: 
ab + (b) (-a) = O 
e portanto, as retas são perpendiculares. 


Exemplo 


Consideremos novamente o exemplo 
resolvido no item anterior onde, dada a 
reta r de equação y = 4x + 10, queríamos 
a equação da reta s que passa por 
A(2; 3) e é perpendicular a r. 

Temos que: y = 4x + 10 «> 
«= 4x -y + 10=0 

Assim a equação geral de r é 


4x -y + 10=0 
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Portanto a equação geral de s pode ser escrita dó seguinte modo: 


-x-4y+k=0 (D 
A reta s passa por A; portanto podemos substituir as coordenadas de A na 


equação (1): 
-2-43)+k=0 


obtendo: k = 14 
Concluímos então que a reta s tem equação geral 


-x-4y+14=0 


Exercícios Resolvidos 
5 5 
qx-4ey=ax +6são 


5.17) Determine o valor de a sabendo que 'as retas de equações y = 


perpendiculares 


Solução 
De acordo com a equação 5.1 temos: 
poi bd à 
a E 
3 


5.18) Determine k de modo que as retas r e s sejam perpendiculares 


(1): y=(k-4x+3 
és: y=(k x -1 
Solução 
De acordo com a equação (5.1) devemos ter: 
k-4=- esa 
ei 
p) 


ou: (k - 4) (k - =-] 
Resolvendo esta equação obtemos k = 2 ou k -— 


5.19) A reta r tem equação 3x + 5y - 2 = 0. Determine a equação da reta s que passa por 


A(-1;4) e é perpendicular a r. 
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5.20) 


Solução 
19 modo 


O coeficiente angular de r é my = -—-. Portanto o coeficiente angular de s é 


Ms - - Como a reta s passa por A, sua equação pode ser escrita: 


Y-YA = Ms(X- xa) 


ou:5x-3y+17=0 


2º modo 


Se a equação de r é 3x + Sy - 2 = 0, a equação de s pode:ser escrita do seguinte 
modo: 


5x -3y+k=0 (1) 
Como s passa por A, podemos substituir as coordenadas de A na equação (]): 
S(-1)-3M4) +k=0 
obtendo: k = 17 
Assim, a equação de sé: 5x -3y + 17=0 
Sendo A(l; 5) e B(3; 9), determine a equação da mediatriz do segmento AB 
Solução 
19 modo 
Vamos resolver este problema pelo mesmo processo já utilizado no capítulo 3. 


Seja P(x; y) um ponto genérico da mediatriz r de AB. Devemos ter, então: 


ôpa = ôpp 


isto é: 


(xp-xa)2+(yp-yA)2=(xp-xp)2+(yp-yp)? 
(x-1)2+(y-5)2=(x-3)2+(y -9)2 
Desenvolvendo e simplificando, obtemos: 


x+2y-16=0 
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2º modo 

Podemos lembrar-nos que de a me- 
diatriz do segmento AB deve passar 
pelo seu ponto médio M e deve ser 


perpendicular à reta ÁB. 
Usando a fórmula do ponto mé- 


dio: B (3; 9) 


á M(2; 7) A (1; 5) 


VA TM 
yu = A E = 3 


| 


— 
A teta AB tem coeficiente angular m dado por: 
A 


m = JA JB ma a | 


xa Xp 1-3 


Portanto a reta r tem coeficiente angular m' = -—. 


Como a reta r passa por M, sua equação pode ser escrita: 
y-ym=m'(x- xy) ; 


Simplificando, obtemos: x + 2y - 16 = 0 


. 5.21) Consideremos a reta r de equação 2x + 3y + 1=0 eo ponto A (4; 5). Determine o pé da 
perpendicular baixada de A à reta r. 


Solução A (4; 5) 


O que o problema pede é a inter- 
seção (B) da reta r com a reta s, que 
passa por A e é perpendicular a r. O 
ponto B pode ser chamado, também, de 
projeção de A sobre r. 


Se a equação de r é 
Ze dy = 0 
a equação de s pode ser escrita: 
3x-2y +k=0(!) 3 
Como s passa por A, podemos substituir as coordenadas de A na equação (I): 
3(4) - US) +tk =0 
obtendo: k = -2 


Assim a equação de s é: 3x - 2y -2 = 0. 
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5.22) 


5.23) 


Para determinarmos a interseção de r e s, resolvemos o sistema 


DR ye Fal =-0 
3x -2y -2=0 


4 
obtendo: Xx=7 e y Ea 
Rad 
13. 


3 
Assim: B(-&-; - 1) 
? 13 
Dê as coordenadas do ponto A, simétrico de B (3; -2) em relação à reta r de equação 
2x -3y + 14 = 0. 


Solução B (3; -2) 


O simétrico de B em relação a r é 
o ponto A que está na reta s (perpendi- 
cular a r) que passa por Be M (onde M é 
a interseção de r e s), tal que 


ôBM = ôMA 


Assim, em primeiro lugar determinamos a equação de s (como nos exercícios 
anteriores) obtendo 


-3x-2y+5=0 
Em seguida determinamos a interseção M das retas r e s, resolvendo o sistema 


( 2x-3y+14=0 
-3x-2y+5=0 


obtendo M(-1; 4) 
Como M é ponto médio de AB, temos: 


xp +3 Vida 
SÁ V 


Resolvendo estas equações, obtemos xy = -S e yy = 10. 
Assim, o simétrico de B em relação a r é o ponto A (-5; 10). 


Consideremos a reta r de equação x - 2y + 1 = 0 e o segmento AB com A(2;3) e 


B(4; 7). Determine os pontos E e F tais que o segmento EF seja simétrico de AB em 
relação a r. 
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5.24) 


5.25) 
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Solução 


De modo geral, dada uina figura F, 
a simétrica de F em relação a r é uma 
figyra F' cujos pontos são os simétricos 
dos pontos de F em relação a r. 

Assim, seguindo o procedimento 
do problema anterior determinamos os 
simétricos de A e B em relação a 1 
obtendo 


ES e FD 


N N 

E SR À 
E E 
Consideremos as retas r e s cujas equações são respectivamente 5x - y + 8=0€e 
2x - 3y + 11 = 0. Determine a equação da reta que é simétrica de rem relação a s. 


Solução 


Seja t a simétrica de r em relação 
a s Podemos tomar dois pontos 
quaisquer em r e achar os seus simétricos 
(em relação a s). Para facilitar, podemos 
fazer com que um deles seja a inter- 
seção A das retas r e s. Resolvendo o 
sistema: 


obtemos A (-1; 3). 

Em seguida tomamos outro ponto qualquer sobre r. Por exemplo o ponto 
B (0; 8). Determinamos o simétrico de B em 'relação a s obtendo C (4; 2). 

A reta t é a que passa pelos pontos A e C. Podemos determiná-la, obtendo: 


x+5Sy-14=0 


Sendo A (1; 2), os 7) e C(6; 3), determine as coordenadas do ortocentro do 
triângulo ABC 
Solução A /s 
Como sabemos, as três alturas 
(ou os seus prolongamentos) de um 
triângulo interceptam-se em um ponto 
chamado ortocentro do triângulo. Seja 
W esse ponto. Para determiná-lo basta 
obtermos a interseção das retas-suportes 
de duas de suas alturas. Tomemos por 
exemplo as retas r e s, suportes das 
alturas ÂE e BF respectivamente. 


Be ion 0 ERAS £ 
A reta BC tem coeficiente angular my; dado por: m/=-2 L="1T0 1.00. 
; Ê pasa XB-XC 3-6 3 
A reta r, sendo perpendicular a BC, tem coeficiente angular 


Como r passa por A, sua equação pode ser escrita:. 


Y-=yA = m(X-xa) 
3 
y-2=7(X-1) 
ou: 3x -4y +5=0 


afeto 
A reta AC tem coeficiente angular ma dado por: 


ns A MAES Eq 
XX 1-6 5 


«— ' 
Como a reta s é perpendicular a AC, seu coeficiente angular é: 


A reta s passa por B; portanto sua equação é: 


y-yB=ms(x-xp) 
y-7T=-5(x-3) 
ou: 5x +y-22=0 


Determinamos a interseção W das retas r e s, resolvendo o sistema: 


3x -4y +5-=0 
Sxty-22=0 


obtendo: W RR 


5.26) Para o triângulo do exercício anterior, determine o comprimento da altura AE, 


Solução A 
. ] 
Como no problema anterior, obte- A (1; 2) 
mos a equação de r: 
3x = dy FSSO 
Em seguida determinamos a 
equação da reta t que passa pelos pontos 
B(3; 7) e (6; 3): 
siso q Rm 
4x + 3y-33=0 B E. c 


O ponto E é a interseção das retas 
t er. Para obtê-lo resolvemos o sistema: 


3x -4y +5=0 
4x +3y-33=0 


obtendo E( - E o) 
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O comprimento da altura AE é a distância entre os pontos A e E: 


daE= sai apro lDy- 
à 2 Mesa + rena -VBasá rato1 


(RE Rad 
13225 pipe 
a me 


Nos capítulos 8 e 9 veremos outros modos de resolver este problema. 


5.27) Consideremos um ponto A (1; 6) e uma reta r de equação x - y - 3 = 0. Determine um 
ponto B de r, tal que a distância entre A e B seja mínima. 


Solução 


Para que a distância entre A e B 
seja mínima, B deve ser a projeção de A 
sobre r. Temos então um problema 
semelhante ao problema 5.21. 


O coeficiente angular da reta r é my = = 1; portanto, o coeficiente angular de 


pm 
=T 
s é ms = -1. Assim a equação da reta s que é perpendicular a r e passa por A é: 


Y-YA=me(X- xa) 
y-6=-1(x-1) 
ou: xty-7=0 
O ponto B é a interseção de r e s. Para obtê-lo resolvemos o sistema 


x-y-3=0 
Xx+ty=7=0 
o que nos dá B (5; 2) 


5.28) No triângulo ABC, a reta mediatriz do lado AB tem equação x + y -4=0eareta 
mediatriz do-lado AC tem equação x - 2y + 6 = 0. Sendo A (1; 1), dê as coordenadas dos 
vértices Be C. 
pena A (1;1) 


As retas r e s, mediatrizes respectivamente 


dos lados AC e ÀB têm equações: 


(1): x-2y+6=0 
(9). x+ry-4= 
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Os coeficientes angulares das retas r e s são 


m => e mç=-1. 


A reta t que contém o lado ACé perpendicular a r e assim, seu coeficiente angular 


o 


mt = 2-2 


Como a reta t passa por A, sua equação é: 


yY-yYA =me(x-xa) 
y-1=-2(x-1) 
ou: 2x +y-3=0 


A reta u que contém o lado AB é perpendicular a s e portanto seu coeficiente 
angular é 


Hg =. = me 1 
Como a reta u passa pelo ponto A, sua equação é: 


Y-YA = Muy(X-xa) 
y-1=1(x-1) 


ou: x-y=0 
Assim, já temos as equações deteu: 
(OD: 2xX+y-3=0 
(u): x-y=0 
Seja a a abscissa do ponto C. Como C está na reta t, podemos substituir suas 
coordenadas na equação de t: 
2xç Es à A old 3=0 
2a + JE 3=0 
YC =3-2a 
Portanto temos: C (a; 3 - 2a) 


Seja b a abscissa de B. Como B está na reta u, suas coordenadas podem ser 
substituídas na equação de u: 


Xp; = yp=0 
b-yg=0 
YB-= 


Portanto: B (b; b) 
O ponto M onde as mediatrizes r e s se cruzam pode ser determinado resolvendo 
o sistema 


TEST 
x x 
+ 
«2 
1 + 
»a 
nom 
So 
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O ponto M, sendo a interseção das mediatrizes dos lados dos triângulos, é 
eqiidistante dos três vértices (é o centro da circunferência circunscrita). Assim, temos: 


ôMa = ôMB = MC 
Mas: 
2 10 50 
MA = (xa + Mm YA = GDS = 
Façamos agora ôMB = MA: 
50 
(xy - xp)? + (yy - yp)2 = 
so 
9 
Resolvendo esta equação obtemos b = 1 ou b = 3. Porém, como é fácil perceber, 


a solução b = 1 corresponde ao ponto A (A e B estão na reta u e assim ambos podem ser 
representados pelo par ordenado (b; b)). Assim, ficamos com b = 3 e portanto: 


B=(3;3) 
Em seguida impomos ôMC = MA: 


2 10 
GH -d2= 


(xm - xo)? + (yy - Yo? E 2 


2 10 50 - 
E = aj? FD sa 2 E 
(3 a2+(5 3+292 =S 


Resolvendo 'esta equação obtemos a = 1 ou a = -1. Porém a solução a = 1 corres- 
ponde ao ponto A. Assim ficamos com a = -1 e temos: 


C(-1;5) 


5.29) Num losango ABCD conhecemos o vértice A (2; 5) e a equação da reta r que contém a 
diagonal BD: 


2x =v+3=0 
Determine a equação da reta suporte da outra diagonal. 


Solução 


Como sabemos, as diagonais de a dd 


um losango são perpendiculares. A retar, 
de equação 2x - y + 3 = O tem coeficiente 
angular my = 2. Portanto, a reta s que 


contém a diagonal ÂC, sendo perpendi- 
cular a r, tem coeficiente angular .....— pet eos 


ms = -+. Como s passa por A, sua n 


z 


equação é 


Y-YA=ms(X-xa) 


1 
y-5=-S (4-2) 


ou: x+2y-12=0 8 


124 


5.30) A reta r de equação 3x - 4y + 12 =0 
divide o plano cartesiano em dois semi- y 
planos. Num desses semiplanos temos os 
pontos A (2;3) e B (7; 2). Determine um 
ponto P da réta r tal que a soma 


dap + ôpp 
seja mínima. 


Solução 


Este problema pode ser resolvido 
com o auxílio das “derivadas”. Porém 
aqui usaremos um artifício. Sabe-se que, 
a luz, quando vai de um ponto A 
para um ponto B, percorre sempre o 
caminho mais curto. Vamos imaginar 
então um raio de luz que sai do ponto A, 
reflete-se em P e atinge B. Como se 


/ 
sabe, devemos ter a = À (fig. a). ” WD 
Seja s a reta que passa por Ae Pe fN 
seja t a reta que passa por B e é perpendi- / e 
cular a r. Os ângulos Ô e a são opostos / ja 
pelo vértice. Portanto temos 
qu =05=/B 


AZ; 3) Fig. b 


Daí concluímos que os triângulos PED e PEB são congruentes, donde: 


ôpr = ôFB 
isto é, o ponto D é o simétrico de B em relação a r. 
Portanto, o primeiro passo no problema é determinarmos o simétrico de B em 
relação a r (como no problema 5.22), obtendo D (1; 10). 
Em seguida determinamos a equação da reta s que passa pelos pontos A (2; 3) e 
D (1; 10) obtendo 7x + y - 17 = 0. 
Por fim, o ponto P (que é interseção das retas r e s) é determinado resolvendo o 


sistema: 
3x -4y + 12=0 
MP oy ma ts |) 
o que nos dá: p(SE; É E 
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Exercícios Propostos : 


5.31) 


5.32) 


5.33) 


5.34) 


5.35) 


5.36) 


5.37) 


5.38) 


5.39) 
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Responda “sim” ou “não” em cada um dos casos seguintes, conforme as retas res 
sejam perpendiculares ou não: 


a) (1): y=5x+2 e (s: Ly ==4R2E3 

bit): Ix+ry-2=0 e (s): x-3y+5=0 
co) (1): 2x+5y-1=0 e (9): Dx F2y + IE O 
d) (1): x+4y=3=0 e (s): x-dy=-1=0 


9): V2x+y-5=0 e (9): NV2x-2y+1=0 


Determine k de modo que as retas de equações 


(Qk-Vx+(k-1Dy+k=0 
x+(k-3y-2k=0 
sejam perpendiculares. 


Dê a equação da reta que é perpendicular à reta de equação x - 3y + 2 = O no ponto 
onde esta corta a bissetriz dos quadrantes ímpares. 


Determine a equação da mediatriz do segmento de extremos (-3; 1) e (5; 7). 


Dê as coordenadas da projeção do ponto P(3;-2) sobre a reta de equação 
2x - 3y + 14 = 0. 


Sendo A (3; 4), B(-1; 3) e C(4; -2), determine as coordenadas do simétrico de A em 


Re <> 
relação à reta BC. 


Consideremos os pontos A (-1; 2) e B (4; 3). Seja r a reta de equação 2x +y+4=0. 
Determine os extremos do segmento de reta que é simétrico de AB em relação a r. 


Consideremos as retas r e s de equações 9x - 7y + 20 = 0 e 2x - 3y + 3 = O respectiva- 
mente. Determine a equação da reta simétrica de t em relação a s. 


Determine a equação da reta s da figura 
ao lado. 


or 


5.40) 


5.41) 


5.42) 


5.43) 


5.44) 


5.45) 


5.46) 


Determine o ortocentro do triângulo cujos vértices são os pontos A (3; 2), B(-1; 14) e 
C(-7; 2). 


Para no do exercício anterior, determine o comprimento da altura relativa ao 
lado BC. 


Dois lados de um triângulo estão contidos nas retas de equações 2x - 3y + 7 =0€ 
4x + 3y - 13 = 0. Sabendo que o ortocentro desse triângulo é o ponto ( 2 ) 


determine as coordenadas dos vértices do triângulo. 


Num quadrado ABCD, a reta que contém a diagonal AC tem equação x - 2y + 1=0. 
Sendo B (0; 3), determine as coordenadas do vértice D. 


A 


Num losango ABCD temos A (11; 4) e 
B (4; -2). Sabendo que o ponto E (7;2) 
pertence à diagonal ÃGC, determine as 
coordenadas de C e D. 


Na figura ao lado- são dadas as equações 
das retasr es: 

(1): x+y-4=0 

ts): 3x-4y-3=0 
Sabendo que A(2; 1), determine as 
coordenadas dos pontos Be C. 


A reta r de equação 5x - 2y - 7 = O divide o plano cartesiano em dois semiplanos. Num 
desses semiplanos temos os pontos A (4; -1) e B (8; 2). Determine um ponto P da reta r 
tal que a soma 


dap + ôpB 
seja mínima. 


5.10 — ÂNGULO DE DUAS RETAS 


paralelas e não-perpendiculares. Desse 
modo, tais retas formam os ângulos 0 e 0”, 
sendo 8 agudo e 0' obtuso. Vamos obter 
fórmulas que permitam calcular o ângulo 
agudo 8. Como 0 e 8" são suplementares, 
ao calcular 0 teremos automaticamente 0". 


Consideremos as retas r e s não- 
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Vamos considerar dois casos: 


Fig. 5.9 
No caso da figura 5.8, o ângulo a, é externo em relação ao triângulo 
sombreado. Assim, ele deve ser igual à soma dos internos não-adjacentes: 
Og =VOp E O 


Portanto: 0 =aç- q 


tg as - tg ar 


aa do A ES TREE? 


Porém: tgas =ms- é teor = m; 


onde ms e m, são os coeficientes angulares das retas r e s. Assim, podemos escrever: 


No caso da figura 5.9 temos: 
= PO 


ou: 0º = as - Gr 


tgas-tgar ms -m 
I+tgactea 1+mem 


tg0' = te(as - qr) = 


Mas 6 e 0" são suplementares e portanto 


tg0 = -tg 6 


isto é: 


(5.5) 
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o ri nd ad 


As fórmulas 5.4 e 5.5 podem ser resumidas numa só. Basta observar que, 
sendo 0 um ângulo agudo, devemos ter tg 0 > O. Assim: | 


(5.6) 


Fig. 5.10 


No caso da figura 5.10 temos: 


4 =0+5 
Lu 
ou: É tiger 


1 


Ed . l 
dad À a E rd 


(5.7) 


No caso da figura 5.11 temos: 


0 +açs=5> 
m 
ou: = 
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Assim: 


(5.9) 


Exercícios Resolvidos 


5.47) Determine o ângulo agudo formado pelas retas r e s de equações 3x - y + 2=0€e 
2x + y - 1 = 0 respectivamente. 


Solução 4 
(1): 3x-y+2=0 (9): 2% +Y = À =0 
m=3 ms = -2 
De acordo com a fórmula 5.6, sendo 8 o ângulo procurado, temos: 
to 0 =| Mec Mm |. 3- (2) -| en E e 
: [rés rios E=Ê 


Ca 
Se tg-8 = + 1, concluímos que d=7= 45º. 


É óbvio que poderíamos também ter escrito: 


=| E ag 
(50 | ei | 
5.48) Determine o ângulo agudo formado pelas retas r e s de equações: 
(1): 5x+3y-1=0 
(9): cx +3=0 


Solução 


a 5 s é 
A reta r tem coeficiente angular my = “970 reta s não tem coeficiente angular, 


isto é, a reta s é vertical. Assim, aplicaremos a fórmula 5.9: 


1 1 3 3 
80 «|ml=|-5|-|-5|-5-06 
3 


Consultando a tabela no final deste livro, obtemos o valor aproximado de 0: 
0 = 31º 


130 


5.49) Determine as equações das retas que passam pela origem O(0; 0) e que formam um 
ângulo O = 45º com a reta s de equação 4x + 2y - 1 =0 
Solução 
Seja r a reta procurada. Devemos ter 
tg0=tg45º=1 


Observando que mg = -2, vamos usar a fórmula 5.6: 


Ms 
tg O = ET 


a my — (-2) Te | 

Taroo |"| Ta 
isto é: E A DE a E 
isto é 1=TH, ou TÉZA, 


Resolvendo estas duas últimas equações obtemos 
mr = -+ ou mp =3 


Como a reta r passa pela origem, sua equação é: 


y = mx 


Para my = —+ temos: y= + (71) 


Para my = 3 temos: y = 3x (r2) 


Portanto, temos duas retas 
(rj e r2) satisfazendo as condições do 
problema. 


5.50) Sejam r e s retas de equações 5x - y + 8= 0 e 2x - 3y + 11 = 0 respectivamente.. 
Determine a equação da reta simétrica de r em relação a s. 


Solução 
Este problema é idêntico ao problema 5.24. Porém, agora, vamos resolvê-lo de 
outro modo. 
(1): 5x-y+8=0 (9). 2x-3y+11=0 
i 2 
My = 5 ms = 3 
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Sendo t a reta procurada, sejam a e Bos 
ângulos agudos formados entre re se 
entre s e t. Devemos ter Q = f. Podemos 
determinar a interseção das retasr e s 
obtendo A (-1; 3). 


Pela fórmula 5.6 temos: 


Mr - mg o - 
tg A = ES E ET =1 
l+myems ) L+5(5) 
e 
2 
ms - mt a EH 2-3my 
3 
tg B = =| 5— |=|— 
1 +msem L+5 m 3 + 2mt 
p os: |2=3 me | 
Como & = À, temos: ron 1 
Resolvendo esta equação obtemos mt = - ou mt = 5 não consideramos a 
possibilidade m; = 5 pois esta corresponde à reta r. Ficamos então com mg = +. 
Observando que t passa por A (-1; 3), sua equação é: 
Y-yYA=me(x-xa) 
1 
y=-3=- g (x + 1) 
ou: x+5y-14=0 


Exercícios Propostos 


5.51) Determine tg 0, sendo O o ângulo agudo formado pelas retas r e s, dadas em cada um 
dos casos a seguir: 


5.52) 


a) (1) 


b) (1): 


c) (1): 
d) (x): 
e) (1): 


E s=dx=1 :e (Bs VERAS 
y=Íx+5 e (9): y=5x-2 
V3x-2y+10=0 e (9): 5V3x-3y-3=0 
x += 0 e (9): 2y +t5x=-3=0 
x+2y=d=b0 e (9): y-2=0 


Consideremos a reta r de equação y = 2x + 1 e o ponto P (3; 2). Determine as equações 
das retas que passam pelo ponto.P e que formam com r um ângulo de 60º. 


5.53) 


5.54) 


5.55) 


5.56) 


5.57) 


5.58) 


5.59) 


Determine as equações das retas que passam por P (3; 1) e que formam um ângulo 0 


com a reta de equação x - 5y - 1 = 0, com tg O -—. 


Consideremos as retas r e s de equações 9x - 7y + 20 = 0 e 2x - 3y + 3 = O respectiva- 
mente. Determine a equação da reta simétrica de r em relação a s. 


Consideremos o ponto P(3; 2) e as retasr e s de equações y =x t ley = -Sx+8 


respectivamente. Determine as equações das retas que passam por P e formam ângulos 
iguais com as retas r e s. . 


Seja O o ângulo agudo formado pelas 
retas r e s. Consideremos a reta t, 
bissetriz de 0. Determine a equação da 
reta s, conhecidas as equações de r e t: 


(m): 3X-2y+7=0 
(t): x-2y+6=0 


«—+ 
Seja E (-2; 3) o centro de um quadrado ABCD. Sabendo que a reta AB tem equação 
x-2y +3 =0, determine as equações das retas que contêm as diagonais do quadrado. 


Em relação ao triângulo ABC da figura 
ao lado, a reta s é bissetriz do ângulo 
interno B. Determine as coordenadas dos 
vértices A e B conhecendo as equações 
das retas r e s: 


(1): 3x+y-20=0 
(9): x-y+4=0 


Consideremos as retas i e s de equações 
y=2+3xey=x+ 4 respectivamente. 
Imaginemos um espelho plano, perpendi- 
cular ao plano cartesiano, cuja interseção 
com o plano cartesiano é a reta s. Um 
raio de luz “caminha” ao longo da reta i, 
reflete-se em s e, após a reflexão, “ca- 
minha” ao longo da reta r. Determine a 
equação de r. 
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5.60) Consideremos o triângulo ABC onde A (-1; 4), B (-3; -4) e C(12; 2). Seja O o ângulo 
agudo entre a altura e a mediana relativas ao lado BC. 


a) Calcule tg 0. 
b) Usando «a tabela do final do livro, calcule o valor aproximado do ângulo 0. 


5.11 — SITUAÇÃO ESPECIAL 


Consideremos duas retas con- 
correntes r e s, não-perpendiculares. As 
fórmulas 5.6 e 5.9 nos dão a tangente do 
ângulo agudo formado por r e s. No 
entanto, há situações em que temos o 
desenho das retas no plano cartesiano, e 
queremos a tangente de um ângulo assina- 
lado no desenho. Nossa intenção agora 
é estabelecer um procedimento para isso. 

Os casos em que uma das retas é 
horizontal ou vertical são imediatos e” 
vamos deixar para considerá-los nos exer- 
cícios resolvidos. Vamos supor, então, que 
r e s não são nem horizontais nem 
verticais. 

Consideremos a situação da figura 
5.13 e vamos orientar os ângulos no 
sentido anti-horário. Sendo m, e m, Os 
coeficientes angulares de r e s temos: 


tg as 
tg ar 


Em relação ao triângulo sombreado, a, é externo. Portanto 


Ms 


" 
E 


Fig. 5.13 


ou: 0 = a - as 


tg a - tg as My - M$ 


Assim: tg 0 ie sa) q 1 +mp em 


(5.10) : 
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Como 8 e 6" são suplementares vem: 
tg 0'=-tgô 


ou: (5.11) 


Comparando a figura 5.13 com as equações 5.10 e 5.11, concluímos que, 
para determinarmos a tangente de um ângulo 0, assinalado no desenho, procede- 
remos do seguinte modo: 


19) Em primeiro lugar, marcamos o ângulo com uma “flecha encurvada” 
no sentido anti-horário 


29) Tanto a fórmula 5.10 como a 5.11 têm a seguinte forma: 


m, - m 


E Tra 


Consideramos como m; , o coeficiente angular da reta atingida peia “ponta” 
da flecha. 


Exemplos 


a) b) 


M - mM 
lL+m em 


tg O = 
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Exercícios Resolvidos 


5.61) Na figura ao lado temos a reta r que 
passa por A (-1;-2) e B(1; 1) caretas 
que passa por C(S; 1) e D(-1; 3). 
Determine o valor aproximado do ân- 
gulo 0. 


Solução 


Calculemos em primeiro lugar os coeficientes angulares de r e s: 


a EA VB uio (e) ca) = 
xa AB CO) 2 
1 

E 


cp S- CD 
1 3 
ms - Mr -3)-(5) 7 
tg0 = GAR = aa É octiao a rd 
l+msem; 1L+(-3)(5) 


Como tg 8 <0, concluímos que 8 é obtuso e a tabela do final do livro não nos 
dá tangentes de ângulos obtusos. Vamos considerar então um ângulo agudo G tal que 


a + O = 180º 
Nesse caso teremos: 
tea=-tg0=+2,333 


Da tabela tiramos: q = 67º 
Assim: O = 180º - q = 113º 


5.62) Na figura ao lado temos a reta vertical s 
e a reta r que passa pelos pontos 
A(l; 5) e B(4; 1). Calcule o valor 
aproximado de 0. 
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Solução 
Sendo m o coeficiente angular de r temos: 


Y Aco agido «cel 


tga=ma= = 
d Xa — XB 1-4 


pa apt 
=-5-1,333 


Usando a tabela do final do livro de modo semelhante ao do problema anterior, obtemos 
gs 1272 


Da figura tiramos: O = a - 90º 
Portanto: O = 37º 


5.63) Consideremos o triângulo ABC tal que A; 3), B (12;5)e C(4; 1). Determine os valores 
aproximados dos ângulos internos À, Be €. 


Solução 
19 modo 


Primeiramente, lembremo-nos de 
que, em qualquer triângulo, a soma dos 
ângulos internos vale 180º. Assim, basta 
determinarmos dois ângulos internos. 

Vamos fazer o desenho do triân- 
gulo no plano cartesiano (não há necessi- 
dade de se usar uma escala rigorosa) e em 
seguida marcar os ângulos internos com 
flechas no sentido anti-horário. Sejam 
r, setas retas que passam pelos lados 


BC, ÀB e AC 1espectivamente. Temos: 


mg = 


0 Ba CÍL=1 14 


E Rã PRE a À 
mp=À-—— = =-— 
XA — XC -4 3 
2 2 
af Cita ES CO! 28 iaés 
ar - Ale eagos * 
1 + mçsemt 1+ (73) 
1 2 
K Mr —- ms (5) - Gr) 7 
tg B = = 3— é 34 E 0,292 


Lempems 1+ CDC) 


Usando a tabela do final do livro, obtemos: 
A =44º e B=16º 

Portanto: 

& = 180º-(À +28) = 120º 
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2º modo 
Vamos desenhar um triângulo qualquer e calcular as medidas dos lados elevadas 


ao quadrado: 


=. A 
A(1;3) 
B (12;5) 
C(4;1) 


dAB = (Xa — sp? + a - p= 2 
dác = (MANO + OA -YO2=13 
ôBc = (xp - NO2+ Op - vo?=80 


Vemos então que AB é o maior lado e que: 
2 2 2 
daB > dac + ôBc 
Concluímos que o triângulo é obtusângulo e que o ângulo obtuso é É. Portanto, 
À e B devem ser agudos e suas tangentes são positivas. 
2 


Calculamos os coeficientes angulares das retas r, s e t obtendo my; = 2º mg Ti 


2 
Rs aa 
Em seguida usamos a fórmula 5.6: 
nara 2 É 
A EE ENE -28| 28 À 
“rs Ticino | Pr” 
É. sá 3H 
1 2 
ae A cod RR Sd; 
ar E Ee HIM 
1 +mrems 1+(5)Cm) . 


Consultamos a tabela e obtemos: À =44º eB =16º 
Assim: É = 180º - (À + B) = 120º 
Observação: Poderíamos, também, ter resolvido este problema usando a “lei dos 


cossenos” e a “lei dos senos”. Porém não é vantajoso pois daria mais 
trabalho. 


5.64) Consideremos um quadrilátero convexo ABCD onde A (3; 10), B(9; 13), C(11;1) e 
D (1; 5). Calcule os valores aproximados dos ângulos internos. 
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Solução 


Desenhamos o quadrilátero no plano cartesiano, sem preocupações com a escala: 
e orientamos os ângulos internos no sentido anti-horário. Sejam r, s, te u as retas- 
suportes dos lados (como mostra a figura). Seus coeficientes angulares são: 


[O a a E t 


Observemos que mt = - + . Portanto as retas t e r são perpendiculares e o 
r 


ângulo D é reto (embora não pareça na figura). 
Lembrando que em qualquer quadrilátero convexo a soma dos ângulos internos é 
igual a 360º, só há necessidade de calcularmos mais dois ângulos. 


mu-ms C9-(5) 


gê=— 2 E Dos 
1 + my emgs 1+ (6 (5) 
2 
mt - My Es) (-6) 28 
qe is a E Lodi 


Consultando a tabela obtemos: 
B=73º e &=59º 

Assim: 

A ='360º-(B+ E +D) = 138º 
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Exercícios Propostos 


5.65) Calcule o valor aproximado do ângulo O em cada uma das figuras abaixo: 


5.66) Consideremos o triângulo de vértices A(1; 2), B(3; 6) e C(6; -3). Calcule: 
a) as tangentes de seus ângulos internos; 
b) os valores aproximados de seus ângulos internos. 


5.67) Dado o triângulo de vértices A (-2; -5), B(4; 5) e C(9; 2), calcule: 
a) as tangentes de seus ângulos internos; 
b) os valores dos ângulos internos. 


5.68) Seja o quadrilátero convexo ABCD de vértices A (0; 1), B(3; 6), C(9; 3) e D (4;0). 
Calcule: 
a) as tangentes de seus ângulos internos; 
b) os valores dos ângulos internos. 


5.12 — FEIXE DE RETAS CONCORRENTES 


Dado um ponto A(xa; YA) O 
conjunto de todas as retas do plano carte- 
siano que passam por À recebe o nome 
de feixe de retas concorrentes em A. 

Podemos dar a equação do feixe 
lembrando que, das infinitas retas que 
passam por A, uma delas (a reta r da 
figura 5.15) é perpendicular ao eixo Ox e 
sua equação é 


(5.12) 
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As outras retas que passam por A possuem coeficiente angular e podem ser 
expressas na forma 


(5.13) 


onde, para cada valor real de m teremos uma reta do feixe (com exceção da reta r). 
Podemos então dizer que a equação do feixe de retas concorrentes em 
A(xa; Ya) é: 


(5.14) 


onde me R. 
Conforme veremos em seguida, a equação do feixe pode ser obtida também 
através das equações gerais de duas retas (distintas) do feixe. 
Sejam r e s duas retas distintas, concorrentes em A (x, ; YA), cujas equações 
são 
(1): ax+b;y+tc,=0 
(s): ax+tb;y + c=0 
Sendo a e 8 números reais quaisquer, porém não simultaneamente nulos, 
consideremos a equação 


(5.15) 


A equação 5.15 pode ser escrita do seguinte modo: 


(oa, + Baz)x + (ab; + Bb2)y + (ac; + Bco) = O (5.16) 


e, portanto, para cada par de valores atribuídos a « e 8 (desde que não tenhamos 
simultaneamente « = O e 8 = 0) a equação 5.16 é equação de uma reta, o mesmo 
acontecendo com a equação 5.15. Por outro lado, o ponto A pertence a qualquer 
reta dada por 5.15. De fato, substituindo as coordenadas de A em 5.15 temos: 


a(axa tbiya tci)+B(axa + boys tc)=0 (5.17) 
Porém, sabemos que A Er e A ES. Assim: 
axa tbiyy tc =0 e axa tboyy tc =0 
Portanto 5.17 torna-se 
a (0) + B(0)=0 
que é uma sentença sempre verdadeira. 
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Exercícios Resolvidos 


5.69) Sendo à e É números reais quaisquer, não simultaneamente nulos, o que representa a 


5.70) 


equação 
a(3x+2y-D+B(4x-y+9)=07 


Solução 
Como é fácil verificar, as equações 
3x +2y-1=0 e 4x-y+9=0 


representam duas retas concorrentes no ponto A(- H 5 mz ). Assim, a equação dada 


representa o feixe de retas concorrentes em A. 


Sejam r e s duas retas concorrentes, de equações: 
(rn): 4x-y-2=0 
(s): 3x-y-1=0 

Sendo k um número real qualquer, o que representa a equação 
(4x-y-D+k(3x-y-1D)=072 


Solução 
Consideremos inicialmente a equação 
a(áx-y-D+BGBx-y-1D)=0 (D 
Como é fácil concluir, as retas r e s são concorrentes no ponto A(1; 2). Portanto, 


a equação (I) representa o feixe de retas concorrentes em A. 
Suponhamos agora & & 0. A equação (I) poderá ser escrita então: 


Lax-y-D+ÊG-y-D-0 


ou: (4x -y-2) +É cx -y=-1)=0 (11) 
Se fizermos É. k, a equação (II) pode ser escrita: 


(4x -y-D+kGx-y-1)=0 (II) 


que é a equação dada no enunciado do problema. Porém a equação (III) foi obtida 
supondo Q0, isto é, ela representa o feixe de retas concorrentes em A, com exceção da 
reta de equação 3x - y - 1-= 0, que é a reta s. Podemos dizer também que a equação (III) 
é um conjunto de retas concorrentes em A(1; 2) ou, ainda, uma família de retas 
concorrentes em A. 


5.71) As retasr e s têm equações: 
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(rn): 5x+2y-4=0 
(9): 3x+y-2=0 


5.72) 


5.73) 


5.74) 


Sendo k um número real qualquer, o que representa a equação 
k(G6x+2y-9)+(O3x+ty-2)=02 


Solução 


As retas r e s são concorrentes no ponto A (0; 2). Portanto, usando o mesmo 
raciocínio do exercício anterior, concluímos que a equação dada representa o feixe de 
retas concorrentes em A (0; 2) com exceção da reta r de equação 


5x +2y-4=0 


Determine o centro do feixe de retas concorrentes cuja equação é 
E(SXE y EDP U(S y — 7) = O 


onde k e t são números reais, com k £0 ou t £0. 


Solução 


O centro do feixe é o ponto pelo qual passam todas as retas do feixe. Portanto, 
para determiná-lo, basta procurarmos a interseção de duas retas quaisquer do feixe. Por 
exemplo 


3x+y-11=0 
xty-7=0 


Z 


Resolvendo este sistema obtemos o ponto (2; 5), que é o centro do feixe. 


Sendo k um número real qualquer, o que representa a equação 
(2k + 3)x-(k+ 1Dy +(5Sk+5)=02 


Solução 

A equação dada pode ser escrita: 

2kx +3x-ky-y + 5k+5=0 
Colocando k em evidência temos: 

K(ZX YO) + BE= YES) = 0 (OD 

O sistema 

io -y+5=0 

3x -y +5=0 

tem como solução o par (0; 5). 


Portanto, a equação dada (que é equivalente à equação (1)) representa um feixe de 
retas concorrentes em (0; 5), com exceção da reta de equação 


2x-y+5=0 


Mostre que a equação 
(3k + 2)x + (1-Kk)y - (13X +7) = 0 


representa um conjunto de retas que passam por um mesmo ponto. 
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5.75) 


5.76) 
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Solução 


Poderíamos resolver este problema do mesmo modo que o anterior. Vamos, 
porém, usar um outro processo: substituir k por dois valores quaisquer. Por exemplo, 
k=0ek=h1.Parak =õ0,a equação dada fica: 


2x + ya 17-=00" (1) 
e para k = 1 a equação dada fica: 
5x - 20-= 0 (II) 


Resolvendo o sistema formado pelas equações (I) e (II) obtemos (4; -1). 
Se substituirmos esse par ordenado na equação dada obtemos 


Gk+D(4)+(1-k) (-1) -(13k + 7) = 0 (ID 


É fácil concluir que a equação (III) é válida para qualquer k E R e, portanto, 
que o ponto (4; -1) pertence a todas as retas dadas pela equação: 


(3k+2x+(1-Kky-(13kx+7=0 


Consideremos os dois feixes de retas concorrentes dados pelas equações: 


a(4x-y-D+B(5x-y-3)=0 (1) 
e 
k(4x+y-13)+t(3x+y-11)=0 (11) 


' 
Determine a equação da reta comum aos dois feixes. 


Solução 
Para obtermos o centro do feixe (I) resolvemos o sistema 
4x -y-2=0 
5x -y-3=0 
obtendo A (1; 2). 
Para obtermos o centro do feixe (II) resolvemos o sistema 
4x +y-13=0 
3x+y-11=0 


obtendo B (2; 5). 
A reta comum aos feixes é aquela que nassa por A e B. Determinamos a equação 
dessa reta que é: 


3x-y-1=0 


Consideremos a família de retas dada pela equação 
k(Qx-y+5)+(3x-4y +1)=0 


Determine a equação da reta dessa família que passa pelo ponto (1; 6). 


Solução 

Substituindo o par (1; 6) na equação dada temos:k (2-6 +5)+(3-24+1)=0 
o que nos dá: k = 20 

Fazendo k = 20 na equação dada obtemos: 

20(2x -y +5)+(3x-4y+1)=0 
ou: 43x -24y + 101 =0 


Exercícios Propostos 


5.77) Determine o centro do feixe de retas concorrentes definido pela equação 
a(24x - 4y - 15) + B(12x+4y-9)=0 


5.78) Consideremos um conjunto de retas concorrentes cuja equação é 
k(x+y+D+(x-y-3)=0 


E % k 1 
Determine a equação de uma reta desse conjunto que passa pelo ponto S; 5). 


5.79) Consideremos um feixe de retas concorrentes, dado pela equação 
a(sx+2y-49)+B(3x+y-2)=0 


Determine a reta desse feixe que passa pelo ponto A (1; 3). 


5.80) Sendo k um número real qualquer, o que representa a equação 


k(6x-y+4-6V2)+(N2x-y+29)=02 


5.13 — FEIXE DE RETAS PARALELAS 


Consideremos uma reta qualquer r 
do plano cartesiano. 

O conjunto formado pela reta r e 
por todas as retas do plano cartesiano 
que são paralelas a r constitui um feixe 
de retas paralelas. 

Conforme vimos no item 5.7 deste 
capítulo, se uma reta r tem equação fo) 


ax +by +c;=0 Fig. 5.16 


uma reta qualquer, paralela a r, tem equação que pode ser escrita 
ax + by + 0 =0 
Portanto, dada uma reta r de equação 
ax +'by + c = 0 


a equação do feixe de retas paralelas a r é 


(5.18) 


onde k é um número real qualquer, isto é, para cada número real k teremos uma 
reta do feixe. 
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Se a reta r não for vertical, sua equação poderá ser colocada na forma 
reduzida 


y=mx+n 
e portanto, uma outra reta paralela a r terá equação 
y=mx+n 


Portanto neste caso o feixe de retas paralelas a r também pode ser repre- 
sentado por: 


(5.19) 


onde k é um número real qualquer. 


Exercícios Resolvidos 
5.81) O que representa a equação 4x + 3y + k = 0, onde k E R? 


Solução 


Conforme já discutimos essa equação representa um feixe de retas paralelas. 
Para obtermos uma reta qualquer do feixe, substituímos k por um número real qualquer; 
por exemplo façamos k = 1, obtendo 4x + 3y + 1 = 0. 


5.82) Consideremos um feixe de retas paralelas de equação y = 7x + k. Determine a reta desse 


feixe que passa pelo ponto (455). 


Solução 


Substituindo o par (45) na equação do feixe temos: 


= 4) + k 
ou: E = + 


Portanto,a reta procurada tem equação y = 7x - 
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5.83) Sendo k E R, o que representa a equação 4x + k = 0? 


Solução 
Atribuindo um valor arbitrário a 
k, por exemplo - 4, temos: 


4x -4=0 
ou x= 


Podemos dizer então que a equação dada é a equação do feixe de retas paralelas 


à reta r de equação x = 1. 
5.84) O que representa a equação sen (x - y) = 0? 


Solução 


Conforme sabemos da Trigono- 
metria, temos: 


sen(x-y)=0€<>x-y=ktTe>y=x-kT 


“ onde k é um número inteiro qualquer. 
Neste caso, como k não pode ser qual- 
quer número real, mas apenas inteiro, E; 


dizer que a equação y = x — k7 representa 
um conjunto (ou uma: família) de retas 
paralelas. Para cada número inteiro k 
obtemos uma reta do conjunto. Vejamos 
alguns exemplos: 


a equação y = x — k7 não representa um E 
feixe de retas paralelas. Mas podemos E 


k=2 y=x-27 (éaretar da figura) 
k=1 y=x-m (éaretas da figura) 
k=0 y=x (é a reta t da figura) 
k=-1 y=x+7 (éaretau da figura) 
k=-2 y=x+27 (éaretav da figura) 


Exercícios Propostos 


5.85) Dê uma equação para o feixe de retas paralelas à reta de equação 5x - 12y + 7 =0. 


5.86) O que representa a equação cos (y - x) = 1? 


5.87) Uma reta r é dada por suas equações paramétricas: 


x=4-2t 
ye l+t 


a) Dê uma equação para o feixe de retas paralelas a r. 


b) Determine a reta do feixe que passa pelo ponto (-1; -10). 
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Exercícios Suplementares 


H.1) 


1.2) 


1.3) 


11.4) 


I.5) 


11.6) 


H.7) 


1.8) 
H.9) 


1.10) 


1.11) 
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A reta de equação 2x - 3y + 7 =0 corta os eixos coordenados nos pontos A e B. Dê a 
equação da mediatriz do segmento AB. 


Consideremos os pontos A (m; 3-m) e B(0;3-3m), com m & 0. Determine, em 
€— 

função de m, as coordenadas do ponto em que a reta AB intercepta a bissetriz dos 

quadrantes pares. 


Determine a equação da reta que passa pelo ponto A (4; -3) e pelo ponto de interseção 
das retas r e s cujas equações são, respectivamente, 2x - 3y + 13 =0e4x+y-9=0. 


No triângulo ABC, M(3; 5), N(-1; 2) e P(-5; 0) são os pontos médios dos lados BC, AC e 
E — 

AB, respectivamente. Determine a equação da reta AB. 

Pelo ponto P(2; -3) conduz-se uma reta r que intercepta o eixo das abscissas no 
ponto A e a reta de equação y = 2x no ponto B. Dê a equação da reta r de modo que 
P seja o ponto médio do segmento AB. 


Mostre que as três retas de equações 


x-2y-8=0 ! 
3x +. y =13 =0 
(a+3b)x + (b-a)y-Sa-3b=0 


passam por um mesmo ponto, quaisquer que sejam os números reais a e b. 

São dadas as retas r e s cujas equações são respectivamente x + y -3=0€e4x-y-7=0. 
Seja A a interseção das retasr e s. Sobre a reta r toma-se o ponto B de abscissa igual a -1. 
Determine um ponto de s que é eqjiiidistante de A e B. 


Dê o ponto de interseção das retas ÁBe ÉD sendo A(0;6),B(-2;0), C(-5;) e D (3;4). 


As retas cujas equações são 


= yr gs = O 
EE Ss =0 
3x -y-3=0 


interceptam-se, duas a duas, nos pontos A, B e C. Determine o baricentro do triângulo 
ABC. 

; Es b 
Determine os valores de a e b de modo que a reta de equação (3b + 4a)x + y À =0 
seja paralela ao eixo Ox e intercepte a bissetriz dos quadrantes pares no ponto de 
abscissa igual a — 4, 

Consideremos as retas de equações: 


Eq ay + =0 
Sud yr Z =D 
x+ y+tk=0 


Determine o valor de k de modo que as três retas passem por um mesmo ponto. 


1.12) Consideremos as retas r e s cujas equações são 7x + 3y - 14 =0€e7x+6y-35=0 
respectivamente. As retas r e s interceptam o cixo Ox nos pontos A c B. Sendo C o ponto 
de interseção de r e s, determine a área do triângulo ABC. 


1.13) Mostre que a equação x3 - 3x2 - 4x + 12 = O representa três retas distintas. 


I[.14) Os lados de um triângulo estão contidos nas retas de equações 
x=0 
y=0 
x+2y +k=0 


Determine o valor de k sabendo que a área do triângulo é igual a =. 


11.15) É dado o ponto A (2; -3) e, sobre a reta r, de equação 2x + y - 3 = 0, toma-se um 


' €—, 
segundo ponto B. Determine as coordenadas de B, de modo que a reta AB tenha o dobro 
do coeficiente angular da reta r. 


IL.16) Uma reta r é dada pelas suas equações paramétricas 


X=2=-% 
y=4+Kk+It (tER) 
8 Dada uma reta s de equação x - 9y + 12 = 0, determine o valor de k de modo que 
as retas r e s sejam paralelas. 


<> 
1.17) Seja A (0; 2NV 3). Determine sobre o eixo das abscissas um ponto B tal que a reta AB 
forme 60º com a reta bissetriz dos quadrantes ímpares. 


1.18) O, quadrilátero ABCD da figura é um 
retângulo e M é o ponto médio de 


ÀB. Sabendo que A (0; 0), B(4; 4) e 
C(-3; 11), determine a equação da reta 
que passa por P e é perpendicular à 
reta 1. 


I.19) As retas cujas equações são 3x - 2y + 5=0,x+ty-1=0€e2x+3y-21=0 in 
terceptam-se duas a duas em três pontos A, B e C. Verifique se o triângulo ABC é 
acutângulo, retângulo ou obtusângulo. 


1.20) Determine a equação da reta r da figura 
ao lado. 


1.21) Na figura ao lado, o triângulo ABC é 
egiilátero de lado 2 = 10. Determine a 
equação da reta r. 


1.22) Consideremos um ponto P (2; 3) e uma reta r de equação 2x + y - a = 0. Seja Q a proje- 
ção de P sobre r. Determine o valor de a de modo que os pontos A (2; 0),B (0;3) e Q 
estejam alinhados. 


1.23) A equação (x - y)2 = 16 representa duas retas. Verifique a posição relativa delas. 


1.24) Consideremos um triângulo retângulo ABC onde A (3; 2) e B(9; 5) são os extremos da 


> 
hipotenusa. Sabendo que a reta AC é perpendicular à reta de equação 4x + 3y - 10=0, 
determine as coordenadas do vértice C. 


IL.25) A equação 12x2 + y2 - 7xy,t+ 2x - y - 2 = O representa duas retas. Sendo Ô o ângu- 
lo agudo formado entre elas, determine o valor de tg 0. 


11.26) Seja O a origem de um sistema de coordenadas cartesianas. Uma reta r corta os eixos 
coordenados em pontos A e B de modo que o triângulo AOB tem área igual a 20. 
Determine a equação de r sabendo que ela é perpendicular à reta de equação 
Dx SPSS 5 =, ” 


11.27) As retas r e s são perpendiculares e passam pelo ponto A (3; 2). Sendo B e C os pontos 


onde r e s cortam o eixo das abscissas, determine as equações de r e s sabendo que a 


medida do segmento BC és. 


JI.28) Na figura ao lado, o quadrilátero ABCD 
é um quadrado. Sendo E um ponto 


qualquer do prolongamento do lado ÀB, 
mostre que BG é perpendicular a DE. 
1.29) Na figura ao lado, ABCD é um retângulo. 
Sendo E e F as projeções de B e D sobre 


++» 
AC, mostre que o quadrilátero DEBF é 
um paralelogramo. 


1.30) Consideremos um triângulo cujos vértices são A (0; 6), B (8;0) e C(9; 3). Dado P (7; 7), 
++ ++ ++ 
sejam D, E e F, as projeções de P sobre AB, AC e BC respectivamente. 


a) Determine os pontos D, E e F. 
b) Mostre que D, E e F estão alinhados. 
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"Capítulo 6 — Inequações do 1º grau a duas variáveis 
Capítulo 7 — Transformação de coordenadas 
Capítulo 8 — Distância de ponto a reta 
Capítulo 9 — Área de polígonos 


Capítulo 


Inequações do 1º grau 
a duas variáveis 


6.1 — INTRODUÇÃO 
O objetivo deste capítulo é estudar graficamente irequações do tipo 
GRE DY FAC > O 


a, be c são números reais 
onde 


x ey são variáveis reais 


Os casos em que a = O ou b = O são mais fáceis de serem analisados (já fize- 


» PDT ” z, 
mos exercícios desses tipos no capítulo 2). Vamos ver alguns exemplos: 


a) Consideremos os pontos P(x; y) tais que 4x - 8 > 0. Temos: 


4x-8>0<=>x>2 


Portanto, os pontos P são aqueles 
situados à direita da reta r de equação 
x = 2.(Podemos dizer que essa região é 
um semiplano aberto.) 


b) Consideremos os pontos P(x; y) 
tais que 4x - 8 >0 


4x -8>20e>x>2 


Neste caso, os pontos P(x; y) que 
satisfazem a condição 4x - 8 > O são 
aqueles que estão à direita da reta r de 
equação x = 2, reunidos com os pontos 
da reta r. (Neste caso temos um semiplano 
fechado.) 
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c) Seja a inequação -6y + 18 > 0. 
-6y+18>0 <= y<3 
Os pontos P(x; y) que satisfazem a 
condição -6y + 18 > O estão abaixo da 
reta r de equação y = 3.(Neste caso, os 
pontos P constituem um semiplano aber- 
to.) 


d) Representemos os pontos P(x; y) do plano tais que 
Ox + 0y+3>0 (1 


A condição (I) é satisfeita para qualquer par (x; y); portanto, ela representa 
todo o plano cartesiano. 


e) Consideremos o conjunto A de pontos do plano tais que 
“0x+0y-4>0 (1 


A condição (I) é obviamente falsa para qualquer par (x; y). Portanto, o con- 
junto A é o conjunto vazio: 


A=G 


No item seguinte vamos concentrar nossa atenção nos casos em que a £ 0 e 
bo. 


6.2 —- SEMIPLANOS DETERMINADOS POR UMA RETA 


Consideremos a expressão F(x; y) = ax t+ by + c,ondea £0eb oO. 
Nestas condições, podemos dizer que a equação 


representa uma reta r não-paralela a nenhum dos eixos e portanto possui equação 


reduzida: 
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Sendo P(xo; Yo) um ponto de r 
temos: 


Yo = mxo + n | (II) 
O ponto A da figura 6.1 está 


“acima” de r e portanto 


ya > Yo (IV) 
De (IV) e (III) tiramos: 


YA > mx, tn (V) 


Fig. 6.1 


O ponto B da figura 6.1 está “abaixo” de r e portanto 


yp <yo (VI 
De (VT) e (III) tiramos: 


Podemos então concluir que a relação (V) (y A > mx, tn) vale para qualquer 
ponto A situado “acima” de r, e a relação (VII) (sp <mxy + n)vale para qualquer 
ponto B situado “abaixo” de r. 

Em resumo: 


Dada uma reta r de equação reduzida 
y=mx+tn 
temos: 
a) Todos os pontos situados acima 
de r satisfazem a condição 
Vem em 
b) Todos os pontos situados abaixo 
de r satisfazem a condição 


Vc metn 


Exemplos 
a) Representemos os pontos do plano que satisfazem a condição: 
3x+4y-12>0. 


Em primeiro lugar observamos que 


3 +4y-12>0y>-;x+3 


Em seguida desenhamos a reta r de equação y = - Er 3 (ou 3x = 


+ 4y - 12 = 0) obtendo a figura a. 


Fig. a 


Os pontos que satisfazem a condição 


3 
E as 


são aqueles situados “acima” de r (figura b). 
b) Vamos representar os pontos que satisfazem a inequação 2x - 5y - 10>0. 
Temos: 


2x -5y-10>0 sy <&x-2 


Desenhamos a reta r de equação y = =x - 2 (ou 2x-5y - 10=0) obtendo a 


figura a. 
y 


Fig.a Fig. b 


Os pontos que satisfazem a condição y <= - 2 estão “abaixo” de r. 
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Caso geral 


Juntando as discussões feitas acima, podemos concluir que dada uma expressão 
F(x;y) = ax t by + c, onde a e b não são simultaneamente nulos, temos: 


19) A equação ax + by + c = O representa uma reta r que divide o plano 
em dois semiplanos abertos. 


29) Todos os pontos situados em um dos semiplanos abertos satisfazem a 
condição 


F(x;y)=axtby +tc>O 
Todos os pontos situados no outro semiplano aberto satisfazem a 
condição 

Fly) =-ax. + by.i£c <-0 


Exemplo 


| Vamos retomar o exemplo a resolvido anteriormente. 
Queremos representar os pontos do plano que satisfazem a condição 3x + 
+ 4y - 12 > 0. Em primeiro lugar desenhamos a reta r de equação 3x + 4y - 12=0 


(fig. a). 


A solução da inequação dada é cer- 
tamente um dos semiplanos abertos deter- 
minados pela reta r. Para saber qual deles 
é a resposta, basta testar em F(x; y) = 
= 3x + 4y - 12 um ponto qualquer que 
não pertença a r. Por exemplo, tomando 
o ponto A(2; -1) temos: 


F(2;-1) = 3(2) + (4X-1)- 12=-10<0 


Assim, descobrimos que o semiplano 
correto é aquele que não contém A, ou 
seja, aquele colorido na figura b. Ao 
invés de A, poderíamos ter usado a própria 
origem O(0; 0), o que em geral facilita os 
cálculos: 


F(0; 0) = 3(0) + 4(0) - 12=-12<0 


Fig. b 
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Observação: 


Na resolução de certos problemas, pode ser útil assinalar com sinal + 
o semiplano correspondente a 


ax +by +c>O 


e assinalar com sinal - o semiplano correspondente a 

ax + by + é 0 
Assim, no exemplo anterior, temos a expressão F(x; y) = 3x + 
+ 4y - 12. Sendo r a reta de equação 3x + 4y - 12 = 0, vimos que 
“acima” de r vale 3x+4y -12>0 e “abaixo” der vale 
3x + 4y - 12 <0. Indicamos isso com os sinais + e - na figura abaixo. 


3x+4y -12<0 x 


Exercícios Resolvidos 


6.1) Represente graficamente os pontos (x; y) que satisfazem as condições dadas: 
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x-2y+2<0 x-2y+2<0 
a) e b) ou 

x+y -4>0 x+ty -420 
Solução 


a) Seja A o conjunto dos pontos tais que x - 2y + 2 < 0. Temos: 


x-2+2<0€sy>)x+1 


Sendo r a reta de equação y -5x El, 08 


pontos que satisfazem y >5 x+1 (isto 


é, os pontos de A) estão “acima” de r 


(figura a) 


Seja Bo conjunto dos pontos tais que x + y - 4 20. Temos: 
x+y-4>20€e>y>-x+4 


Sendo s a reta de equação y = -x + 4, os 
pontos que satisfazem y >- x + 4 (isto é, 
os pontos de B), estão “acima” de s e 
sobre s, (é um semiplano fechado) con- 
forme vemos na figura b. 


Fig. b 


O conjunto C dos pontos que satisfazem 
x-2y+2<0 e xty-420 
é a interseção de A e B: 
C=ANB 


O conjunto C está representado 
em vermelho na figura c. Os pontilhados 
em vermelho e a “bola vazia” no ponto 
(2; 2) indicam pontos que não estão no 
conjunto C. 


b) O conjunto D dos pontos que satisfazem 
x-2y+2<0 ou xty-420 
é a reunião de A e B: 
D = AUB 


Os pontos do conjunto D estão 
indicados em vermelho na figura d. Os 
pontilhados em vermelho indicam pontos 
que não pertencem a D. Repare que neste 
caso o ponto (2; 2) faz parte de D. 


ii 
PT 


Au 


A 


2x-3y-3 >0 


6.2) Represente os pontos (x; y) tais que e q 


Solução 


Em primeiro lugar fazemos o estudo dos sinais das expressões F/(x;y) = 2x - 3y - 3 
(figura a) e Fo(x;y)=x+3y- 3 (figura b). 


F E a E 
Para que ocorra = >0,F;e F, devem ter o mesmo sinal, isto é, ou ambas são 
e: 


e E E F 
positivas ou ambas são negativas. Para que ocorra Es O devemos ter F; = 0. Outro 
2 


fato a ressaltar é que devemos ter F; 0. Portanto: 


2x -3y -3 e xt3y-3 com o mesmo sinal 
2x - 3y - 3 
E ECA ae dis: ou 


2x-3y-3=0 e x+3y-3&0 


Analisando as figuras a e b, toma- 
mos os pontos que fazem com que F; e 
F, tenham o mesmo sinal. Tomamos tam- 
bém a reta r de equação 2x - 3y - 3 =0 
e eliminamos os pontos da reta s de 
equação x + 3y - 3 = 0. Obtemos então 
a região marcada em vermelho na figura c. 


6.3) Represente os pontos do plano tais que 


lx + 2y] > 2 
Solução 
dy > 
lx+2y] > 2 <=> ou 
XE Dy  =2 
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Seja A o conjunto dos pontos do plano 
tais que x + 2y >2. 
Temos: 


x+t2y>D2 = y>-52+1 


Sendo r a reta de equação y = -5 +1, 


os pontos de A estão representados na 


figura a. 
Seja B o conjunto de pontos do 
plano tais que x + 2y <-2. : 


x+2y<-2 +<=>y <->-1 


Sendo s a reta de equação y = 
=-5x-1, os pontos de B estão re- 


presentados na figura b. 
Sendo C o conjunto de pontos 
tais que |Ix+2y1>2, devemos ter 
C=AUB 


O conjunto C está representado 
na figura c. 


Represente os pontos que satisfazem |x + 2y1<2 


Solução 
x 29 <2 
xrgi<2es2<x+2y<2 = e 
x+2y>-2 


- Seja A o conjunto dos pontos tais que x + 2y <2. O conjunto A está representado na 
* figura a. 
Seja Bo conjunto dos pontos tais que x + 2y >- 2 
O conjunto B está representado na figura b. 


6.5) 
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Sendo C o conjunto dos pontos 
tais que 


x+2y<2 e x+2y>-2 
temos: 
C=ANB 


O conjunto C está representado na 
tigura c. 


Fig. c 
Represente os pontos (x; y) tais que Ixl+ ly|< 2 
Solução 


Vamos considerar 4 casos: 


Neste caso temos Ixl = x e lyl = y. Assim, a condição Ixl + ly <2 pode ser escrita: 
x+y<s2. 

Os pontos que satisfazem x + y <2 
(considerando x = 0 e y 0) estão re- 
presentados na figura a. 


Agora temos: Ixl=-x e lyl = y. Com 
isso a inequação dada pode ser escrita: 
x+y «2 


Os pontos que satisfazem esta última 
inequação (com a condição x < 0 e 
y 20) estão representados na figura b 


Neste caso vale: Ixl = -x e lyl = -y. 
Portanto, a inequação dada fica: 


x*-y <2 


e sua representação está na figura c. 


Obtemos então a figura e. 
Fig. e 
Exercícios Propostos 
6.6) Represente os pontos do plano tais que: 
a) xty-3<0 co) x-2>0 
b) 2x -3y «0 d) lyl<2 
6.7) Represente no plano os pontos tais que: 
x ty <3,;<0 x+y -3<0 
a) ou b) e 
2x - 3y <0 2x - 3y <0 
6.8) Resolva graficamente os seguintes sistemas de inequações simultâneas: 
3x + 4y -12<0 3x + 4y -12>0 
a) b) x-y ti 20 
ts ye do 0 x-2 20 
4x-3y-4 >0 
c) 4x +y -20<0 
o 2x + 3y - 12>0 
= 
Ê £ 


Ixl=x e lyl=-y 
A inequação dada fica: 
x-y<2 
e sua representação está na figura d, 


Os pontos que satisfazem a con- 
dição Ix|+ ly|<2,são obtidos, reunindo 
os pontos das quatro figuras anteriores. 


163 


6.9) Escreva um sistema de inequações simul- 1/ 
tâneas que represente a região da figura 
ao lado. (A resposta não é única!) 


6.10) Represente os pontos (x; y) tais que: 
a) Ixl<2 e lyl<3 
b) Ixl<2 e x-y+1>0 
o x+Iyl>2 
d) Ixl+ lyl<3 
o) Ixl+ lyl>3 


6.11) Represente os pontos do plano tais que: 


a). (2x -y +5)(x+2y) <0 
2x-y +5 
x+2y 


3 
de TES 


b) <0 


6.12) Situe no plano cartesiano os pontos P(x; y) para os quais a equação em a: 
(x+2y)a2-32a + (2x-y+5)=0 
admite raízes de sinais contrários. 
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Capítulo 


Transformação de 
coordenadas 


7.1 - TRANSLAÇÃO DE EIXOS 


Consideremos em um plano dois 
sistemas de coordenadas cartesianas orto- 
gonais xOy e x'O'y' tais que o eixo O'x' 
tem o mesmo sentido de Ox e o eixo O'y' 
tem o mesmo sentido de Oy. Dizemos 
então que um dos sistemas pode ser 
obtido do outro, através de uma trans- 
lação dos eixos. 


RT 


Sendo a e b as coordenadas de O 
em relação ao sistema xOy, consideremos 
um ponto P qualquer do plano tal que 
suas coordenadas são: 


x ey em relação ao sistema xOy 
xe y' em relação ao sistema x 0'y' 


Observando a figura 7.1, tiramos facilmente as seguintes relações: 


| (7.1) 


que são as fórmulas de transformação de coordenadas para o caso de translação 
de eixos. 
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Exercícios Resolvidos 


7.1) 


7.2) 


Te3) 
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Consideremos o ponto A(3; 5) em relação a um sistema de coordenadas xOy. Façamos 


“uma translação nos eixos tal que a nova origem O' é dada por O' (1; 2) em relação a 


xOy. Obtenha as coordenadas de A no novo sistema. 


Solução 


Seja x'0'y' o novo sistema. 
Temos: 


x= x'+ta e y=y'+b 
ou x'=x-a e y=y-b 


d Eno e b=2 
onde: 
x=3 e y=5 


Assim: 
x =3-1=2 
yv'=5-2=3 


Portanto, no novo sistema temos: 
A(2;3). 


Consideremos uma reta cuja equação é 
3x -8y+9=0 


em relação a um sistema xOy. Façamos uma translação nos eixos tal que a nova origem 
seja O'(4; -5) em relação a xOy. Obtenha a equação da reta no novo sistema. 


Solução 
Seja x'0'y' o novo sistema. Temos: 
ps da CE y=y sb 
Mas: a=4 e b=-5 
Assim: x=x+4 e y=y'-S 
Substituindo em 3x - 8y + 9 = 0 obtemos: 
3x +4)-8(y' -5)+9=0 
ou, após .as simplificações: 
3x! - 8y'+61=0 


Em relação a um sistema xOy, uma curva (L) tem equação: 
x2+2x+4y-3=0. 


Faz-se uma translação de eixos e, em relação ao novo sistema XOY, a equação de (L) 
não possui termo em X, nem termo independente. Determine a origem do sistema XOY 
em relação ao sistema xOy. 


Solução 
Seja (a; b) a origem do novo sistema, em relação ao sistema xOy. 
Temos: 


edi 

v= Yom b 

Então, (X+a)2+UX+a)+4(Y+b)-3=0 

e daí: X2+(22+2X+4Y+a2+22+4b-3=0 
Devemos ter: 


22 +2=0 
e 
a2+2a+4b-3=0 


eentão: a=-l e b=1 


A nova origem é o ponto (-1; 1) em relação ao sistema xOy. 


Exercícios Propostos 


7.4) 


o) 


7.6) 


Consideremos um sistema xOy e um sistema x'0'y', obtido por translação do primeiro, 
tal que O'(-2; +3) em relação a xOy. Em cada caso a seguir, são dadas as coordenadas 
de um ponto em relação ao sistema xOy. 
Obtenha as coordenadas desses pontos 
em relação ao sistema x'0'y'. 


a) (7;-1) 
b) ;0) 

c) (-9;-1) 
d) (-2;6) 


I 
bars cha 


o 


Consideremos um sistema xOy e um sistema x'0'y', obtido do primeiro por translação, 
tal que O'(4; -8) em relação a xOy. Em cada caso a seguir, é dada a equação de uma 
reta em relação ao sistema xOy. Obtenha as equações dessas retas em relação ao sis- 
tema x'0'y'. 
a) 6x+2y-1=0 
b)5x-y-10=0 
O Xx+3€8 
d)y-7=0 
Em relação a um sistema xOy, uma curva (L) tem equação: 

y2-2x2+y +3x+1=0. 


Faz-se uma translação de eixos e, em relação ao novo sistema x'O'y', a equação de (L) 
não possui termos do 1º grau. Determine O! em relação ao sistema xOy. 
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7.2 - ROTAÇÃO DE EIXOS 


Consideremos um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais xOy (figura 
7.2). Mantendo a origem O fixa, vamos girar os eixos Ox e Oy no sentido anti- 
horário, do mesmo ângulo 0 (figura 7.3). Obtemos assim o sistema x'Oy”. 


Fig. 7.2 


Seja P um ponto que tem ccordena- 


das x e y em relação ao sistema xOy e Pp , 
coordenadas x ey' emrelaçãoaosistema [o A 
x Oy' (figura 7.4). a 
Da figura tiramos: na 
An. 


x=OD - CD =OD - AB 
(1 


y=CA+AP=DB+aAP 


Observando os triângulos PAB e OBD temos: 


Substituindo nas relações (1), obtemos: 


ç cose -seng 
(0.2) 3) - Leco cos € 


om 
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- Exercícios Resolvidos 


7.7) Consideremos o ponto P(4; 3) em relação a um sistema de coordenadas xOy. Determine 
as coordenadas de P em relação a um sistema x'Oy', obtido por rotação de xOy, no sen- 
tido anti-horário, de um ângulo 0 = 60º. 


ME add 


Solução 
Aqui temos: 
= x=4 sen O = NA 
X 
y=3 cos 8 a 


Usando as fórmulas 7.2: 


x=x'cos0 - y'sen60 e y=x'senf0 +y'cos6 


V3. 3 


pa aid ' 3 ' 3 a! 
x (5) -y (5) e sro + vi) 


) 


ou: 4 


Simplificando, ficamos com o sistema: 
; SUS V3: y'=8 
V3x +y'=6 
que, resolvido, nos dá: 


 4+3N3 R 49 
E 2 


) = 


Assim, em relação ao sistema x'Oy' temos: 


4+3N3 -4/3+3 
E ca E À 


7.8) Dado um sistema xOy, seja x'0y' um outro sistema, obtido do primeiro por uma ro- 
tação de O = 60º. Uma reta tem equação 2x - 4y + 1 = O em relação ao sistema xOy. 
Obtenha a equação dessa reta em relação ao sistema x'Oy”. 


Solução 
V3 1 


Aqui temos: sen O = 7 e cos 0 EE É 


As fórmulas (7.2) ficam: - 


x'cos0 - y'senQ = x - 


3 


y = x'sen0 + y'cos0 = fee +y'. 


x 
n 


NE 
2 


+ 
2 
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Substituindo em 2x —- 4y + 1 = 0 obtemos: 


v3 V3 


as gq Nr yby+1=0 


que, após as simplificações, transforma-se em: 


1-2/3kx -2+NV3)'+1=0 


Exercícios Propostos 


7.9) Seja o ponto A(-S; 2) em relação a um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais 
xOy. Consideremos um sistema x'Oy' obtido a partir de xOy por rotação de um ângulo 
9 no sentido anti-horário. Sabendo que sen O = 0,6 e cos O = 0,8, obtenha as coorde- 
nadas de A em relação ao sistema x'Oy”. 


7.10) Uma reta tem equação 8x + 6y + 3 = O em relação a um sistema de coordenadas car- 
tesianas ortogonais. Obtenha a equação dessa reta em relação a um outro sistema, obtido 
do primeiro por uma rotação de 30º. 


“ 


7.11) Uma reta tem equação 26x + 52y +3 = 0 
em relação ao sistema xOy representado 
na figura. Obtenha a equação dessa reta 
em relação ao sistema x'0'y' sabendo 

E) 


12 
que sen O 2 e cos 0 =5 
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Capítulo 


Distância de ponto a reta 


8.1 — INTRODUÇÃO 


Dadas duas figuras F e F”, seja d a distância entre um ponto P de F e um 
ponto P' de F”. 

: Ao menor valor possível para d, 

damos o nome de distância entre as fi- 

guras F e F. 


Exemplos 


a) Consideremos o caso em que uma das figuras é uma reta r e a outra 
é um ponto A fora de r. Podemos considerar vários pontos em r e calcular suas 
distâncias ao ponto A (figura a). Porém, em Geometria Plana, demonstra-se que a 
menor distância é aquela entre o ponto A e a projeção de A sobre r (figura b). 


Fig. a 
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Portanto, para obtermos a distância d entre um ponto A e uma reta r, traça 
mos por A uma reta s perpendicular a r. Determinamos a interseção A entreres. 
Por fim, determinamos a distância d de A a A”. Devemos observar que quando o. 
ponto A está em r (figura c) a distância entre A e r é nula. 


Fig. c 


b) Consideremos duas circunferências F e F', de centros C e É; que não se | 
interceptem, como mostra a figura a. Podemos tomar um ponto P em F e um 
ponto P' em F' de vários modos (figura a). Em Geometria Plana demonstra-se que, 
para obtermos a distância mínima, devemos tomar os pontos P e P' de modo que 
o segmento PP' esteja contido na reta cê (figura b). 


c) Para o caso da figura ao lado, a 
distância entre as circunferências F e F' 
Erardistanciad:. e — = DA 
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d) Quando as circunferências têm 


ponto em comum, a distância entre elas 
é nula. 


duas retas paralelas r e s, traçamos uma 
reta t que seja perpendicular a r e s. Em 
seguida determinamos as interseções de t 
com res, obtendo os pontos A e B. A 
distância entre os pontos A e B é a dis- 
tância procurada. 


e) Para obtermos a distância d entre 


f) Quando duas retas são concorren- Ê 


tes, a distância entre elas é nula. 


Exercício Resolvido 


8.1) 


Determine a distância d do ponto P(2; 3) à reta r de equação x - 3y - 5 = 0. 


Solução 


A reta r tem equação x - 3y - 5 = 0. Portanto a equação da reta s, perpendicular a r, 
pode ser colocada na forma: 


3x+y+k=0 NV P(2;3) 


Como s passa por P, podemos substituir 
as coordenadas de P na equação de s: 


3(2) +33 + k= O 
obtendo k = -9. Assim, a equação de s é 
3x+y-9=0 
Para obtermos a interseção A entre r e s, resolvemos o sistema 


ana 
St tey =8.=0 


donde: aê :&) 
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Por fim, calculamos a distância entre Pe A: 


d=Vxp-xp2+lyp-ypd= 0a (+ 5? = LIL 


O cálculo da distância de um ponto a uma reta é muito importante em Geometria 
Analítica. Assim, os dois próximos itens são dedicados à obtenção de uma fórmula que 
permita obter essa distância de modo mais rápido do que aqueie aplicado no pro- 
blema 8.1. 


8.2 — DISTÂNCIA DA ORIGEM A UMA RETA 


Antes de obtermos a fórmula que nos dá a distância de um ponto qualquer a 
uma reta, vamos estabelecer uma fórmula que dá a distância da origem O do sistema 


de coordenadas a uma reta qualquer r. 
Suponhamos que a equação de r seja 


ax + by + c='0 


A equação da reta.s que passa por 
O e é perpendicular a r pode ser escrita: 


bx -ay + k=0 


Fig. 8.1 


Como s passa pela origem, devemos ter k = O e portanto a equação de s é: 
bx -ay = 0 
Em seguida podemos determinar a interseção A das retas r e s, resolvendo o 
sistema 
ax + by + ce ='0 
bx - ay =0 


-ac -bc 


o que nos dá: A+ pa a + pa) 


A distância 56, entre o ponto O e a reta r é igual à distância entre os pontos 
Oca: 
2. 2.2 
» RR o 2 ai ea Ep cc gra 1 a 
dor Zi dão = (xa E Xo) - (a á Yo) =X TUA (a2 + b2)? MTE TS a 


DS (8 Se 
E (a? + b?)? E a2 + b2 
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Portanto: 


Exemplo 


Consideremos a reta r de equação 5x + 12y - 52 = 0, e vamos calcular a dis- 
tância da origem O à reta r. Temos: 


a=s lcl |-52] 52 
b = 12 da =“ =4 
tata TO Val+b2 V52+122 13 


8.3 — DISTÂNCIA DE PONTO A RETA 


Vamos agora calcular a distância 

5 Ar de um ponto qualquer A(x,; ya) a 
uma reta qualquer r. 

: Para tanto, vamos considerar os 
eixos Ay' e Ax' paralelos a Oy e Ox res- 
pectivamente (figura 8.3). 

Suponhamos que a equação de r 
em relação ao sistema xOy seja 


ax t by +c=0 (1 
x=x+ 
Como - *a 
Yu Vo Shy 


a equação I pode ser escrita: 
/ 


ax +x)tbly +ty)tce=0 


ou: ax + by +(ax, tby, +tc)=0 (1 
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A equação II é a equação da reta r em relação ao sistema x Ay". Repare que o termo 
independente dessa equação é: 


k=ax, +by, tc 
Portanto, de acordo com a equação 8.1, a distância da origem A à reta r é: 


: Ikl lax, + by, + cl 
Aos vas 
Em resumo, a distância de um. ponto A(x, ;y, ) a uma reta r de equação ax + 
by ER = é: 


Exemplo 


Consideremos novamente o caso do exercício 8.1. Lá era pedido que deter- 
minássemos a distância ôp, do ponto P(2; 3) à reta r de equação x - 3y - 5 = 0. 


a=1 
Temos então: b=-3 
c=-5 
De acordo com a fórmula 8.2: 
: laxp + byp + cl IOXD) + (33) + CS)L I-12] 0 12410 à 
E des VMUPrOL o. VI 
6V 10 
SS 


Exercícios Resolvidos 
8.2) Calcule a distância da origem do sistema de coórdenadas à reta r de equação 4x - y + 
+ 20: 
Solução 
Temos: a=4, b=-| e c=2. 


Podemos usar a fórmula 8.1: 


E lel I2] 2» CONT 
Ovar Vas c VIT 17 
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8.3) 


8.4) 


8.5) 


Podemos também usar a fórmula 8.2: 


A laxg + dyg + el, +byo + cl laço) + (-1)(0) + 21 [21 23/17 
Or = = =—— = 
Fo Varb? VCD) VIT 
Calcule a distância do ponto A(-2; 5) à reta r de equação 8x - 15y + 11 = 0. 
Solução 
Pela fórmula 8.2 temos: 
2=:8 
po as o ola tato! Isca + casco) + til lesol do 
st AF add V82 + IS) 289 17 


Determine o valor de k, de modo que a distância do ponto B(-1; 3) à reta r de equação 
24x +7y +k= O seja iguala 4. 


Solução 
F lax ptbyg tel lzsem+ MD +kl lk-3] Ik-3] 
EE . VD... + D 
lk-3] 
dg, = 4 E =4+e>|k-3]=100+<>k-3=1000uk-3=-100 <= 


<=»k = 103 ou k=-97 


Portanto, podemos ter k = 103 ou 
k = -97, isto é, há duas retas de equação 
do tipo 24x + 7y + k = O que estão à »B 
distância de quatro unidades do ponto B: 


(rj): 24x + 7y+103=0 
(ro): 24x + 7y- 97=0 


Lo) 


Consideremos o ponto A(-2; 3) e a reta r de equação 10x - 24y + 1 = 0. Determine a 
equação da reta s que é paralela a r e está à distância Ô = 2 do ponto A. 
Solução 
Se s é paralela a r, sua equação pode ser escrita na forma: 
10x - 24y + k = 0 
laxa + bya tel 1102) + (2493) + kl Ik - 92] 


ds CS VIM 
Ik - 92] 
dq 2 ——— = 2 ==> |k -92]=52 ek = 144 ou k=40 
26 
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8.6) 


8.7) 
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Portanto, o problema admite duas solu- 
ções, isto é, há duas retas que são para- 
lelas a r e estão à distância de duas uni- 
dades do ponto A: 


E 


(s1): 10x-24y+144=0 
(so): 10x-24y+ 40=0 


Uma reta r de coeficiente angular m = -4 está à distância Ô = 5 do ponto A(3; 6). 
Determine a equação dessa reta. 
Solução 


Se o coeficiente angular de r é m = -4, sua equação pode ser escrita na forma 
reduzida: 


y=-4x+n 


Porém, para aplicarmos a equação 8.2, a equação da reta deve estar na forma geral. 
Assim: 


=-4x+ne=>4x+y-n=0 (1 
E lax, + byy + el |4(3) + (1)(6) - n! l18 - nl 
AE cio iada DP io 2V4R “A 
18 = nl 
dq ES 5 = S5esn=18-5V17 ou n=18+5N17 


v17 


Substituindo na equação I obtemos duas soluções para o problema, que são as retas 
de equações: 


4x +ty-18+5V17=0 e 4x+y-18-5V17=0 


Consideremos a reta r de equação 3x - 4y + 3 = 0 earetas de equação y=2x+2. 
Determine um ponto P da reta s que diste 6 unidades da reta r. 


Solução 


(r): 3x-4y+3=0 


Temos: (9): y=2x+2 


Seja k a abscissa do ponto P. Como P pertence a s vem: 
yp=2xp+t2=2k+2 
Portanto, podemos representar o ponto P por 
P(k; 2k + 2) 


Vamos agora calcular a distância de Pa r: 


a=3 laxp + byp + cl Md + COCK+ MD +33  I-sk-sl 
b=-4 ses“ 
[ros pr Va2+b? NV32+ (4)? 5 


lx -1] 


dp, = 6 += |k- 1-6 <=> k = 7 ou k=5 


O problema admite, como vemos, 
duas soluções: 


para k = 5 temos: P,(5; 12) 
para k = -7 temos: P,(-7; -12) 


A a 


8.8) Consideremos o triângulo cujos vértices são A(1; 2), B(3; 7) e C(6; 3). Calcule: 
a) a altura relativa ao lado BC; 
b) a área do triângulo. 
Solução 
a) Este problema é idêntico ao problema 5.26. Compare depois as soluções. 


Em primeiro lugar determinamos a 
equação da reta r que contém o lado BC, 
obtendo: 


(1): 4x + 3y -33=0 


A altura h pedida é a distância do vértice A à reta 1: 


l4(1) + 3(2) - 33] |-23] 23 
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8.9) 
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b) Conforme sabemos, sendo b a medida 
da base e h a altura de um triângulo, 
sua área S é dada por: 


1 


S=5"b-h 


No nosso caso, podemos considerar como base o lado BC: 
dec = VGa-x0+Op-y)=VG-9)+0-32=5 
Portanto, a área S do nosso triângulo é: 


1 1 23 23 
Sep go e) aaa 


Num trapézio ABCD temos: A(2; 1), B(3; 4), C(5; 5) e D(12; 6). Determine: 
a) a altura do trapézio; f 
b) a área do trapézio. 


“ 


Solução 


a) Em primeiro lugar vamos calcular os coeficientes angulares das retas suportes dos 
lados, para descobrirmos quais são os lados paralelos. 


Ve d5=58 
RE Se a A 
B (6; 
JB" Yc 4-5 1 
m = = Ce 
B CRE a 
C XB * Xc 3-5 2 
E db Sad 
Ch a 5-12 7 ipa Espa 
esch A D 
ADIA ge O mts 
PDA To HA 12 -2 2 


Como Mac = Mp4: O lados paralelos são BC e DA. 


A altura h do trapézio é a distância entre os lados paralelos. Podemos deter- 
miná-la, por exemplo, calculando a distância do ponto B à reta r que passa por A e D. 

Determinamos a equação de 1: x -2y=0. 

Assim: 


|3 - 2(4)| 
A E o E Vs 


8.10) 


b) Como sabemos, sendo £ e m as me- 2 
didas dos lados paralelos de um tra- 
pézio e sendo h sua altura, aáreaS 
do trapézio é dada por: 


s + Q+ m)h 


m 


Podemos calcular então as medidas dos lados paralelos do nosso trapézio, obtendo: 
dpc = VS e d,p=5VS 


Portanto: 


1 1 
S=5h* Oct dp) =7(5)W5+5V5)=15 


Consideremos um triângulo equilátero qualquer e um ponto P qualquer, interior ao 
triângulo. Mostre que a soma das distâncias de P aos três lados do triângulo é igual à 
altura do triângulo. 


Solução 


Consideremos um triângulo eqiii- 
látero cuja medida do lado é 2 e cuja 
altura é h. Sendo a, 8 e Y as distâncias de 
P aos três lados, devemos demonstrar 
que: 


ar+B+y=h 


Fig. a 


Antes de iniciarmos a demonstração lembremo-nos de que: 


num triângulo equilátero temos h = Eve 


y 
X 0 > Ixl=x A 


x<0 > Ix=x 


Vamos colocar o nosso triângulo 
ABC na posição indicada na figura b, 
sendo P(a; b). Seja r a reta que contém 
AC e seja s a reta que contém AB. 

Determinamos as equações de r 
e s que são: 


(1):2/3x+2y-2/3-0 
(9): 23x +2y-8V3=0 
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Em seguida calculamos as distâncias de P às retas r, s e ao eixo Ox: 


lzv3a+20-2W31] [2/34 +26 -243] 


Ôp. = FF = I 
Po VGv5a+2 4 . 
A |2/32+20-2/3] |2/3a+2 -2N3] = 
Po VV o 4 

p= 


Usando o processo visto no capí- 
tulo 6, fazemos a “sinalização” dos se- 
miplanos determinados por r e s (figura 


e). 


dc a A Cn 


Em relação a r, o ponto P está 
no “semiplano negativo” e portanto 


2/32 +2b -RV3<0 


donde: E Fig. c 


2/32 +2b -2RV31]=-2/3a-2b +83 am 


Em relação a s, P também está no “semiplano negativo” e portanto: 


232 +2b-2V3 <0 
donde: |-2/3a+2b-2RV31=2N3a-2b+RV3 dv) 


Levando (II) e (IV) ém (ND) e (IN), podemos escrever: 


2V3a-2b+8V3 
4 


ôp, = 
5. 2N3a- 2 +8V3 
ps 4 
Finalmente: 
5. +8,+8 2 34-29 +83 ; 2/30 +8V3 tN3 
T Ps Px 4 4 2 


Exercícios Propostos 


8.11) 


8.12) 
8.13) 


8.14) 


8.15) 
8.16) 


8.17) 


8.18) 


8.19) 


820) 


8.21) 


Calcule a distância do ponto P à reta r em cada um dos casos seguintes: 


a) P(2;-3) e (1): 4x +3y-1 = 

b) P(-1;0) e (1): 2x-y +4=0 
SPEED) e Q)rIxTFy==0 

d) P(0;0) e (rn): 5x-12y-23=0 

e) P(a;a) e (1): x-y+222=0 

9) P(b;-a) e (1): ax + by +a2+b2=0 


Determine o valor de k de modo que a distância do ponto A(3; -2) à reta de equação 
8x + 15y +k=0 seja iguala 10. 


Consideremos o ponto A(-1; 4) e a reta r de equação 24x - 7y + 2 = 0. Determine as 
equações das retas que são perpendiculares a r e que distam 8 unidades do ponto A. 

Uma reta de coeficiente angular m = 5 está à distância Ô -— do ponto AC: 6). 
Determine a equação dessa reta. 


Consideremos as retas r e s de equações x -y +3=0e 5x -y - 19 = O respectivamente. 
Determine os pontos da reta s que estão à distância ô = 3 V2 da reta r. 


Determine as equações das retas que passam por A(2; -3) e que distam Ô = 5 do ponto 
B(1;4). 

nina um quadrado ABCD tal que A(3; 5). Sabendo qe a equação da reta 
BC é4x+5y- 40 = 0, calcule a área do quadrado. 


Os vértices de um triângulo são A(2; 5), B(-1; 3) e C(5; 0). Calcule: 


a) a medida da altura relativa aBC; 
b) a área do triângulo. 


Num trapézio ABCD temos A(-4; -2), B(-1;-3), C(6; -1) e D(-3; 2). Calcule: 


a) a medida da altura do trapézio; 
b) a área do trapézio. 


Seja r a reta que contém uma das medianas de um triângulo qualquer. Mostre que r é 
equidistante dos vértices do triângulo que não pertencem a r. 


Consideremos o ponto A(4; -2) e a reta r dada por suas equações paramétricas: 


=-2t+4 
(1) 
y=3t-1 
Determine as equações das retas que são paralelas a r e estão à distância Ô = NEI de A. 
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8.4 — DISTÂNCIA ENTRE RETAS PARALELAS 


Consideremos duas retas paralelas r e s cujas equações são: 


(7): ax + by tc =0 
(s): axt+by + ce; =0 


Para calcularmos a distância ô,, entre as retas, vamos tomar um ponto A 
qualquer em uma das retas e calcular a distância de A à outra reta. 
Seja o ponto A(xa ; YA) pertencente a r. Podemos então escrever: 


ax, t by, tc =0 


ou: axa + by =-€ 
Assim: 
' ê lax, +.by, + Col I-cy + Cc] 
ESENA CASO Va? + b? E Va? + bp? 
Portanto: 


(8.3) 


Exercícios Resolvidos 


8.22) Calcule a distância entre as retas 
(r): 6x + 8y + 13 = 0 
(CR E-Sy PM) SE O 
Solução 


1º modo 


É fácil concluir que r e s são paralelas. Como os coeficientes de x são iguais e os 
coeficientes de y também são iguais, podemos aplicar a fórmula 8.3: 


lc, - cyl 13 =] 


6 3 
ogia 
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8.23) 


8.24) 


2º modo 


Podemos calcular 8 seguindo o procedimento usado na dedução da fórmula 


8.3. 
Vamos tomar um ponto A(xa; YA) qualquer na reta (1): 6x + 8y + 13 = 0. 


Fazendo por exemplo x FA 1 temos: 


do a? Td Psepeds 
: Pies! À A 
ou: YA = “8: 


Portanto:  A(1l;- 2) 


Calculamos agora a distância entre A es: 


: em +8 +71 
ESA [6 6 10 


Calcule a distância entre as retas paralelas r e s: 
(1): 6x-8y+5=0 
(s): 9x-1y=-1=0 


Solução 


É fácil verificar que r e s são paralelas. Porém, se quisermos usar a fórmula 8.3 
deveremos transformar as equações, de modo que os coeficientes de x fiquem iguais e os 
coeficientes de y também fiquem iguais. Temos, então: 


6x-By +5=0€3x-4y+5=0 
9x-12y-1=0 53x -4y-5=0 
Portanto: 
55 e qual. XT 
ley - cal G) ( 3) 6 17 


Calcule a distância entre as retas de equações 4x-2y +1=0 e 3x+5y+7=0. 


Solução 


É fácil verificar que as retas dadas são concorrentes. Portanto a distância entre 
elas é igual a zero. 
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8.25) Consideremos a reta r de equação 3x + 4y + 1 = 0. Determine as equações das retas que 


8.26) 
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estão à distância 6 =8 der. 


Solução 


Seja s uma das retas procuradas. 
Podemos então escrever: 


(r): 3x+4y +1=0 
(s): 3x + 4y +k=0 


De acordo com a fórmula 8.3: 


li -k] ak 


he Re E-=J=s = 
ST 32+42 5 


Assim: 


1 - kl 
sr 5 


=8<=k=41] ouk=-39 


Concluímos então que as retas procuradas têm equações: 
3x +4y+41=0 e 3x+t4y-39=0 


Determine a equação da reta que é eqiiidistante das seguintes retas paralelas: 
(r): 4x-y +1=0 
(s): 4x-y+5=0 


Solução 


1º modo 


Seja t a reta procurada. Sua equa- 
ção pode ser escrita: 


4x-y+k=0 


Devemos ter ô,+ = st 


1 - kl Is - kl 
ô = ô A e RO a 
Moto vara? o vV2+ A) 


es» 1-k=5-k ou l-k=S5+k<e=>1=5 ou k=3 = 
= k = 3 


e li -kl=|5-k| es 


Portanto a equação de té: 4x -y+3=0. 
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2º modo 
Podemos passar as equações de r e s para a forma reduzida, obtendo: 


(1): y=4x+1 
(s): y=4x+5 


Concluímos então que a reta r 
corta o eixo Oy no.ponto R de ordenada 
learetas corta Oy no ponto S de or- 
denada 5. 

Como a reta t é eqiiidistante de 
res, deve cortar Oy no ponto T que é 
o ponto médio de RS. Assim, a ordenada 
15 


de T é: oia > 
Portanto, a equação de t é: 
yY = 4x +3 


ou: 4x-y+3=0 


Consideremos as retas paralelas r e s: 


(1): 4x-3y+1 =0 
(s): 4x -3y +10=0 


Determine a equação da reta simétrica de r em relação a s. 


Solução 


19 modo 


Sendo t a reta procurada, sua 
equação pode ser escrita: 


4x -3y+k=0 
Além disso, devemos ter: 


des E da 


A : lk - 10] l - 10] 
=5.€5>[[|]|[— :>>—>— esk=19 ou k=1 
ts Is NV 42 + (03)? NV42 + (-3)2 


A possibilidade k = 1 corresponde à reta r. Assim, ficamos com k = 19. Portanto 
a equação de t é: 


4x -3y +19 =0 
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2º modo 


Passando as equações de r e s para a forma reduzida temos: 
(1): y =5x - 


(s): y 5x + 
Sendo R, Se Tos pontos onde 
as retas r, s e t cortam o eixo Oy, o 
ponto S deve ser o ponto médio do 
segmento RT. Assim: 


ou: YT Sao 


Portanto, a equação de t é: 


á 19 
La NES o ; 


ou: 4x-3y+19=0 


Exercícios Propostos 


8.28) 


8.29) 


8.30) 


8.31) 
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Calcule a distância entre as retas dadas em cada um dos casos seguintes: 


a) 3x -4y +10 =0 e 3x-4y-2=0 
b) 10x + 24y -3=0 e 25x+60y+6=0 
c) = Sx +41 eo ye=eSx-l 

d) 2x+y-1=0 e-sx = 4y +7=0 


Consideremos a reta r de equação 24x - 7y + 2 = 0. Determine as equações das retas 


que estão à distância Ô = 5 de r. 


Determine a equação da reta que é equidistante das retas de equações 8x - 12y+5=0 
e6x-9y+1=0. 
Consideremos as retas paralelas r e t: 


(1): 3x-6y +1=0 , 
(t): 5x- 10y -4=0 


Determine a equação da reta simétrica de t em relação a r. 


“85 —BISSETRIZES 


Dadas duas retas concorrentes r; € 
ro (figura 8.4) sabemos que elas formam 
quatro ângulos sendo que os opostos pelo 
vértice são congruentes e os adjacentes 
são suplementares: 


a +B=180º 


Se considerarmos as retas s; e s; 
bissetrizes desses ângulos (figura 8.5), é 
fácil concluir que s; e s, são perpendi- 
culares: 


a+f=i180º e E 45-90" 


Uma propriedade importante das 
bissetrizes s; e s; é que qualquer ponto 
delas é eqiiidistante das retas r; e 15. 

Assim, por exemplo, se A é um 
ponto qualquer de s; (figura 8.6) temos 


aro - 0 st 


e se B é um ponto qualquer de s; temos: 


Suponhamos que as equações de r, e r, sejam: 
(ri): axtbiy tc =0 
(ro): ax t by tc; =0 
Se P(x; y) é um ponto qualquer pertencente a qualquer das bissetrizes, 
temos: 


e ô =ô 


Pr; Pr; 
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Mas, de acordo com a fórmula 8.2 podemos escrever: 


a lax + by + cil a lax + boy + col 
O O a e E E eme 
RCE Pra Vai + bi 


Assim: 


lax + by + cl lax+boy tc 


Varbo  vVal+b 


ou: 


(8.4) 


As equações 8.4 são as equações das bissetrizes s; e s,. Se usarmos o sinal + 
obteremos a equação de uma das bissetrizes; se usarmos o sinal - obteremos a 
equação da outra bissetriz. 


Exercícios Resolvidos 


8.32) Consideremos as retas concorrentes: 


(tr): 3x-4y +5=0 
(r): 8x -6y+1=0 


Determine as equações das bissetrizes dos ângulos formados por r, € r2. 


Solução 
De acordo com a fórmula 8.4, as bissetrizes têm equações dadas por: 


3x -4y+5 [8x -6y+1 


VC É VEM Co 


3x-4y+5 ,8x-6y7+1 


5 10 (D 


ou: 


Se considerarmos o sinal + a equação I, depois de simplificada, reduz-se a: 
2x4 2y-9=0 
Considerando o sinal - a equação I, depois de simplificada, torna-se: 
14x -14y +11 =b 
Assim, as equações das bissetrizes são: 
2x + 2y-.9 0 
l4x - 14y + 11 =0 
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8.33) Consideremos novamente as retas r; e r do exercício anterior. Determine a equação da 
bissetriz dos ângulos agudos formados por rj er. 


Solução 


19 modo 
As equações de rj e r9 são: 


(r):3x-4y+5=0 
(19): 8x-6y+1=0 
É fácil verificar que rj e ro não são perpendiculares. Portanto, dos quatro ângulos 
formados por r; e ra, dois são agudos e dois são obtusos. 


No exercício anterior obtivemos as equações das retas s e t, bissetrizes dos ângulos 
formados por rj e 13: 


(s): 2x+ 2y- 9=0 

(t): 14x - 14y+11=0 
Mas não sabemos ainda qual delas é a “bissetriz dos ângulos agudos” e qual é 

a “bissetriz dos ângulos obtusos”. 

Tomemos então um ponto A qualquer, pertencente a r; ou r; (o ponto A só 
não deve ser a interseção de ry e 19) € 
, Calculemos as distâncias de A a cada uma 
das bissetrizes. Ena == 


ra, 
A menor das distâncias deve corresponder à bissetriz do ângulo agudo. 
Consideremos, por exemplo, o ponto A na reta r4, tal que x E 1. Substituindo 
na equação de r): 
30) -4y, + 5 =0 
YA =2 
Assim:  A(l; 2). 


Determinemos agora as distâncias de A às bissetrizes s e t: 


ID) +22)-9] 3 3 


[14(1) - 14(2) + 11] 3 3 


o) E = eo 
At V'142 + 142 V2(149) 142] 


É fácil concluir que Ô At das: Portanto, a reta t deve ser a bissetriz dos ângulos 


* 


agudos. 


(t): 14x - 14y+11=0 
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2º modo 
As equações de rj € ro são 
(tr): 3x-4y+5=0 
(r): 8x -6y+1=0 
Portanto, as equações das bissetrizes dos ângulos formados por ry e r2 são 
dadas por: 
3x - 4y +55 a, RA 


A dio e) 
V32+(42 — V82+(6)2 


No momento de decidir se, na equação (1), usamos o sinal + ou o sinal -, podemos 
aplicar a seguinte propriedade (a qual daremos sem demonstração): 


Sejam duas retas concorrentes, não-perpendiculares, de equações 
ax+by+c=0 e axtby+c=0 


Para obtermos a equação da bissetriz dos ângulos agudos formados por essas retas, 
deveremos usar, na fórmula 8.4 


' 


ax+by+c (ax +by+c2 


o sinal contrário ao de aja; + biba. 
Se quisermos a bissetriz dos ângulos obtusos usaremos o mesmo sinal de 
açao + bybo. é 


No nosso problema temos: 
aja + biba = 3(8) + (-4)(-6) = 48 >0 


Portanto, para obtermos a bissetriz dos ângulos agudos deveremos usar, na equação 
(1), o sinal negativo: 


3x -4y +85 o 8x -6y +1 
V32+C42 |  v82+C62 


Simplificando obtemos: 14x + 14y +11 =0. 


8.34) Sejam t e u as retas bissetrizes dos ângulos formados pelas retas concorrentes r e s. 
São dadas as equações de r e t: 


(1): x-y -1=0 
(t): 5x-3y -9=0 « 


Determine as equações de s e u. 
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Solução 

Em primeiro lugar procuramos a 
interseção A das retas r e t, obtendo 
A(3; 2). As retas s e u também devem 
passar pelo ponto A. Em seguida deve- 
mos lembrar-nos de que as bissetrizes t e 
u são perpendiculares. Assim, se a equa- 
ção de t é: 


5x-3y-9=0 


a equação de u pode ser colocada na forma 
X+5y+k=0 
Como A pertence a u, podemos substituir as coordenadas de A na equação (1): 
3(3) + 5(MD)+k=0 


donde: k = 19 
Portanto, a equação de u é:3x + 5y -19=0 
As equações de r e t são: 


(n):x-y-1=0 e (t):5x-3y-9=0 
Portanto seus coeficientes angulares são: 


5 
mp=1 e m = 


Como a reta t é bissetriz de um par de ângulos formados por r e s, concluímos 
que os ângulos a e O da figura são agudos e congruentes. 
Temos então: 


a 
my - mt 3 1 
tga = a Eu Cotas |- ————— | = —— 
l+myem, 1+ 0) 4 
me -m os 5 -3m 
86 = rito) qd e 
1 + (mg) 
Assim: 
E dO |5= 3ms dm Ma do SM SUR 
a- 0 esp. ig] rt SO DS. dom 
<= m,=1 ou ms => 
O valor ms = 1 corresponde à reta r. Portanto ficamos com mg 2. 


* 
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8.35) 
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Como a reta s passa por A, sua equação pode ser escrita: 


Y-YA = mex - xs) 
ou: y-2= 4-3) 


ou ainda: 23x -7y -55=0. 
Em resumo, as equações de u e s são: 


(u): 3x +5y-19=0 
(9): 23x-7y-55=0 


São dadas as equações das retas r, s e t: 


(r): 5x+ 12y+16=0 
(s): 3x +4y =0 
(t): 3x - 11y +20 =0 


Determine os pontos de t que são eqiidistantes das retas re s. 


Solução 


19 modo 


É fácil concluir que as retas r e s são concorrentes. Isto significa que os pontos 
do plano eqgiiidistantes de r e s são os pontos pertencentes às bissetrizes (u e v) dos ângulos 
formados por res. 

Portanto, os pontos de t que são 
equidistantes de r e s, podem ser obtidos 
procurando-se as interseções de t com 
v (ponto A) e de t com u (ponto B). 

Aplicando a fórmula 8.4 obtemos 
as equações das bissetrizes ue v: 


(u): 7x- 4y-40=0 
(v): 4x+7y+5 =0 


Em seguida determinamos a interseção de t e v obtendo: A(-3;1). 
Finalmente determinamos a interseção de t e u obtendo: B(8; 4). 


2º modo 


A equação deté 3x- 11y+20=0. 
Seja A um ponto de t que é eqiiidistante 
de res. Supondo que a abscissa de A é 
xy = k temos: 


3k - 1ly, + 20 =0 


e -3k + 20 
A se Hi 


Assim, podemos representar A por: 
3k + 20 
A(k; TI 3: 
Calculemos em seguida as distân- 
cias de A às retas 


(r): 5x + 12y+16=0 e 
(s): 3x + 4y=0. 


3k + 20 
|s+ PRE ++ 16 |7k + 32] 


à ASTRA coa 
3k + 20 
E rea m 4 esa 


As 32+42 11 


l7k + 32] |9k + 16] 


= 0 = n = TI <=> k =8 ou k=-3 


dar 


Para k = 8 temos: A(8; 4) 
Para k = -3 temos: A(-3; 1) 


Portanto, os pontos procurados são (8; 4) e (-3; 1). 


8.36) Consideremos um triângulo cujos vértices são A(5; 6), B(1; 3) e C(17; 1). Determine 


a equação da reta bissetriz do ângulo interno À. 


Solução 


Em primeiro lugar vamos lembrar-nos de que em cada vértice de um triângulo 
podemos considerar um ângulo interno e dois ângulos externos (os dois externos são 
congruentes). Lembremos também que o ângulo externo é o suplemento do interno. 


“o í a=p 
a+ 0 = 180º 
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8.37) 
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Assim, por exemplo, na figura a o ângulo Ô é interno correspondente ao vértice A; 
os ângulos & e 8 são externos correspondentes ao vértice A. Na figura b, u é a 
reta bissetriz do ângulo interno correspondente ao vértice A e té a reta bissetriz 
dos ângulos externos correspondentes ao vértice A. 

Consideremos agora o triângulo 
ABC fornecido pelo problema, onde 
A(S; 6), B(1; 3) e C(17; 1). Sejam 1 e 
s as retas-suportes dos lados AB e AC 
respectivamente. Procuramos as equações 
de res obtendo: 


(1): 3x-4y +9 =0 
(s): 5x + 12y-97=0 
Determinamos em seguida as equa- 


ções das retas bissetrizes dos ângulos 
formados por res: 


3x = dy 9 - sx 12y =97 


+ 
vasco é vasco O 


Simplificando (1) obtemos as equações das bissetrizes t e u: 


(t): x-8y+43=0 

(u): 8x+y -46=0 

Precisamos, agora, descobrir qual delas é a bissetriz do ângulo interno e qual é a 
bissetriz dos ângulos externos. Um modo de descobri-lo é observar (ver figura c) que 
os pontos B e C estão em semiplanos opostos em relação à bissetriz interna e estão, 
no mesmo semiplano em relação à bissetriz externa. 

Vamos verificar então, as posições de B e C em relação a uma qualquer das 
bissetrizes (usando o processo visto no capítulo 6). Tomemos por exemplo a reta t e 
façamos 


F=x-8y+43 


Para B(1;3) temos: F=1-8(3) +43=20>0 
Para C(17;1) temos: F=17-8(1)+43=52>0 


A expressão F ficou com o mesmo sinal, tanto para B como para C. Isto significa 
que B e C estão no mesmo semiplano em relação a te, portanto, a reta t é a bissetriz dos 
ângulos externos. Assim, concluímos que a bissetriz do ângulo interno é a reta u de 
equação 8x + y - 46 = 0. 


Consideremos novamente o triângulo do problema anterior. Determine: 


a) o ponto D onde a reta bissetriz do ângulo interno À intercepta o lado BC, 

b) o comprimento da bissetriz interna relativa ao vértice A. 

c) o ponto E onde a reta 1 bissetriz dos ângulos externos relativos ao vértice A, intercepta 
o prolongamento de BC. 

d) o comprimento da bissetriz externa relativa ao vértice A. 


“ 


Solução RT 


a) Já vimos no problema anterior que VA 
as retas bissetrizes do ângulo interno Q 
e dos ângulos externos relativos ao ed 
vértice A são, respectivamente, as a 
retas u e t de equações: a 


(u): 8x+y -46=0 Re é 


(e e Bye 45 a o Mm mn 
E p B DW € 


Podemos obter a equação 
da reta p que passa por BC: 
(p):x+ 8y-25=0 


Para obtermos o ponto D, determinamos a interseção das retas p e u, o que nos 


b) A bissetriz interna relativa ao vértice A é o segmento AD, o qual está contido na 
reta bissetriz do ângulo interno À. Portanto, calculamos a distância entre os pontos 


A e D obtendo: 
qe 1040 | 4V65 
AD — BIB * 9 
c) Para obtermos o ponto E, determinamos a interseção das retas p e t, o que nos dá: 


qui 
ES; 7). 


d) A bissetriz externa relativa ao vértice A é o segmento AE, o qual está contido na 
reta bissetriz dos ângulos externos. Calculamos então a distância entre os pontos A e 
E, obtendo: 
8.0<. [2885 - 1465 
AE 16; ==" 4 


8.38) Consideremos novamente o triângulo ABC do problema anterior e seja u a reta bissetriz 
do ângulo interno À. Determine o ponto D onde a reta u intercepta BC, sem usar a 


, uação de u. 
: Ra A 
E Solução 
= Vamos aplicar o “teorema da bisse- 
E triz interna” da Geometria Plana que diz: 
E 
Ê 
. 
B Cc 
D 1 
1 
Yu 
: A(S; 6) o 
" B(1; 3) 
E C(17;1) 
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Aplicando a fórmula de distância entre pontos, obtemos: 


dB ES e dac = 13 


+ 
Assim, podemos afirmar que o ponto D divide o segmento orientado BC na 
razão r (positiva) tal que: 


ED Cas so «(h-X = (MM 0) 


(2 eq Zint 28" 


Portanto; usando as fórmulas vistas no capítulo 2, podemos obter as coordenadas 


de D: 
ERES dl 
Xp É IX 13 49 
Tape ata = DD—>—>—————— D—— 
1 +r pede 9 
13 
3 + (o) 
Yp + IY 13 22 
“Y Enab SC C =D DD— DO 
D xr pi = 9 
da 
49 22 


Temos então: DG $ 2) 


Após obtermos o ponto D, poderíamos obter a equação da reta u, pois esta 
passa pelos pontos A e D que são conhecidos. Poderíamos também determinar a equação 
da reta t (bissetriz dos ângulos externos relativos a A) observando que t é perpendicular 
au e passa por A. Temos assim um outro processo para determinar as equações das 
retas bissetrizes dos ângulos internos e externos de um triângulo, além daquele visto 
no exercício 8.36. Porém, o processo da razão de seção costuma ser vantajoso apenas 
nos casos em que a razão de seção r é um número racional: Quando r é um número 
irracional, em geral é mais vantajoso o processo do exercício 8.36. 


8.39) Para o triângulo do problema anterior, seja t a reta bissetriz dos ângulos externos rela- 
tivos ao vértice A. Determine o ponto E onde a reta t intercepta a reta-suporte do lado 
BC, sem usar a equação de t. 


Solução 


De acordo com o teorema da bissetriz externa, tanto no caso da figura a como 
no caso da figura b temos: 


E DE E a 


E B c 
Fig. a 
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des 
t be; RE 
a A 
[ro 
io A 
e 
Ec a o OO 
B e 
Fig. b 
E ôpE ai daB 
ôpc dac 


Como ô ABS Se O AC” 13, vemos que o ponto E divide o segmento orienta- 
—s+ 
do BC, na razão r (negativa) tal que: 


I= Z —— o 
E “dc 13 
Portanto: 
-5 
Xp + IXg ps SERA 
Xe ee q je SE e “e 
E É pd 
13 
3+ HM) 
IB TIC x 13 a 17 
Pa E 
AF T 1 “13 


Assim:  E(-9; 1º, 


Após obtermos E, poderíamos determinar a equação de t, pois esta reta passa pelos 
pontos A e E, que são conhecidos. 


Comparando o problema anterior com este, repare que o ponto D divide o 


—> 
segmento orientado BC na razão - , enquanto o ponto E divide o mesmo segmento 


: EA E 5 
orientado BC na razão — 13: 
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8.40) Consideremos o triângulo cujos vértices são A(9; 1), B(4; 11) e C(1; 5). Determine: 


a) o incentro do triângulo 
b) o raio da circunferência inscrita no triângulo. 


Solução 


a) O incentro de um triângulo é o ponto de encontro das bissetrizes internas (ponto D 
da figura a). 


Fig. a 


Como o incentro pertence às três bissetrizes internas, concluímos que ele é egui- 
distante dos três lados do triângulo e, portanto, é o centro da circunferência inscrita no 
“triângulo. 

Sejam r, se t as retas-suportes dos lados AB, AC e BC, respectivamente. O pri- 
meiro passo é obter as equações dessas retas, que são: 

(1): 2x + y-19=0 

(s): x +2y-11=0 

(b):2x-y +3 =0 


Em seguida determinamos as equações das retas bissetrizes de dois ângulos inter- 
nos. Sejam por exemplo a reta u, bissetriz do ângulo interno À, e a reta v, bissetriz do 
ângulo interno C (figura b). Obtemos as equações de u e v, que são: 


(u): xt+ty -10=0 
(v): x-3y+14=0 


A interseção D, das retas u e v, é o incentro procurado: 
D(4; 6) 
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E 
, 
» 
E. 
E 4» 
k 
843) 
. 8.44) 


8.45) 


b) 


Para obtermos o raio da circunferência inscrita, calculamos a distância do incentro 
D a um lado qualquer do triângulo. Vamos então calcular a distância de D à reta r 
(suporte do lado AB). 


D(4; 6) (1): 2x+y-19=0 


— 24) + 6 = 19] À 5 Vs. 


Portanto, o raio mede V 5. 


Exercícios Propostos 


8.41) Determine as equações das retas bissetrizes dos ângulos formados pelas retas r e s em 


cada caso a seguir: 


a) 
b) 
c) 
d) 
e) 


(1): 3x + 4y-1=0 (s): 4x+3y +5=0 
(1): x+t y +3=0 (9): x -NV7y-2=0 
(1): 3x- 4y=0 (s): 5x + 12y =0 
(7): 2x+3y - 2=0 (s): 3x- 2y +4=0 
(x): 8x + 15y+2=0 (s): 24x-7y+1=0 


Determine a equação da reta bissetriz dos ângulos agudos formados pelas retas de 
equações 12x -5y+2=0 e 4x-3y-1=0. 


Sejam t e u as retas bissetrizes dos ângulos formados pelas retas r e s. São dadas as 
equações de s e t: 


(s): 5x-2y-1=0 
(t): 3x -7y-4=0 


Determine as equações de reu, 


São dadas as equações das retas r, se t: 


(1): 2x-y -5=0 
(9): x -2y-1=0 
(t): 5x+ty +8=0 


Determine os pontos de t que são eqiiidistantes de res. 


Consideremos o triângulo de vértices A(-5; 4), B(-2; 8) e C(22;1). Determine: 


a) 
b) 
c) 
d) 
e) 
f) 


a equação da reta u, bissetriz do ângulo interno B. 

a equação da reta t, bissetriz dos ângulos externos relativos ao vértice B. 
o ponto D onde a reta u corta o lado ÃC. o 

o ponto E onde a reta t corta a reta suporte do lado AC. 

o comprimento da bissetriz interna relativa ao vértice B. 

o comprimento da bissetriz externa relativa ao vértice B. 
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8.46) Dado o triângulo de vértices A(2; 4), BS! :5) e C(6; 1), seja u a reta bissetriz do ân- 


8.47) 
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gulo interno É e seja t a reta bissetriz dos ângulos externos relativos ao vértice C. 
Determine: 


a) o ponto onde u corta o lado AB se 
b) o ponto onde t corta a reta-suporte do lado AB 


Consideremos o triângulo de vértices A(1;9), B(13; 18) e C(25; 2). 


Determine: 


a) o incentro do triângulo 
b) o raio da circunferência inscrita no triângulo 


Capítulo 


Área de polígonos 


9.1 - ÁREA DO TRIÂNGULO 


A seguir demonstraremos que, sendo S a área de um triângulo de vértices 
A(xa: Ya)» Blxg; Yg) e Clxç; Yc) temos: 


(9.1) 
onde 
x Nu 1 
A = Xp YB | 
x Yc 1 
Demonstração 
“Se h é a altura em relação ao lado BC temos: 
de 
S=T*&eh (D 
Para obtermos a altura h, calcula- A 
mos a distância do vértice A à reta r 
que é suporte do lado BC. 
A equação de r é: 
x y l 
r 
mp djs =. 5 Ent 
Hg de Fig. 9.1 
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Desenvolvendo o determinante pelos elementos da primeira linha, a equação 
(II) transforma-se em: 


Gp - Yo)x + (xo ê Xp)y + (xpyc - Xoyp) = 0 (III) 
Assim, de acordo com a fórmula (8.2), a distância do ponto A à reta r é: 


ps IB -Yo)Xa + (xo = *B)yA + (XByc . XcYp)! 


=h=[[D[ [DD —— IV 
E (yr -Yo? + (xo -xp)? ps 


Porém: 


V Op - Yo) + Ko - xp? = do 


Xa YA 1 
4=(yp-Yo)xat(Kc-Xp)yat(Gpyc- Xp) =| Xp Yp 1 
Xc Yo 1 


Com isso, a equação (IV) pode ser escrita: 
14] 


h==5— (V) 
ôpc 
Substituindo (V) em (I), vem: 
a FAR 
Ma ôBc * Bco o) IA 


Exemplo 


Vamos calcular a área S do triângulo cujos vértices são A(7; 3), B(O; -2) e 
(31): 


Ra Yw À 7 3 sal 
AS] ap AM) =])0 2 1]=-6 
Xc Ye 1 E) Li | 
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Observações 


la) Devemos lembrar-nos de que, quando permutamos duas linhas de um 
determinante, mudamos apenas o seu sinal. Como na fórmula (9.1) o 
que interessa é o módulo de A (pois a área é um número não-negativo), 
podemos fazer, indiferentemente: 


A 
A = Xp 


Xe 


YA 
YB 


Yc 


l Xp Yp 1 

il ou A =|Xç Ye l ou 
l a OR l 

1 

1 etc. 

1 


22) Se A = 0,a área S é nula. Isto significa que os pontos A, Be C estão 
alinhados. Note que isso corresponde à condição de alinhamento dos 
pontos A, Be C, vista no capítulo 3: 


9.2 — REGRA PRÁTICA 


x 


A 
Xp 


Pa A 
yB 11=0 
yYc 1 


Fazendo o desenvolvimento do determinante 


obtemos: 


O eoq + 
Xp )Yp l 
Xc Yo 1 


À = XaYBtXBYCtXoYA-YAXB- YBXCTYCXA 


Um modo de se obter o desenvolvimento de 4, que às vezes pode ser van- 


tajoso é: 
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19) Dispomos as abscissas e as ordenadas aca 
em duas colunas, como mostra a x 
figura 9.2, repetindo a primeira A uocaa 
linha. q” A. BA 
2º) efetuamos os produtos indicados Xe, Fic; 
pelas flechas, trocando o sinal da- o” RM 
queles produtos que têm o sinal sa AN 
(> na “ponta” da flecha. o) o) 
30) adicionamos todos os produtos. k 
Fig. 9.2 


Exemplos 


a) Vamos calcular a área do triângulo cujos vértices são A(2; 3), B(4; 5) e 
C(7; 4). Temos: 


à = (2)5) + (44) + (73) - (3X 4) - (5K7) - (42) = 2.,3 
= 10+16+21-12-35-8 = -8 Á o 
Assim: “740 
LADOS 
l l l S Birrot “E 9 
ai Pra fa Mar = 2 EM (2) 
S=5 IAl=5I-81=5 (8) = 4 pr ve 


b) Calculemos agora a área do triângulo cujos vértices são A(-2; 1), 
B(8; -4) e C(3; 6). 


A = (2)-4) + (86) + (IN) - (XB) - COB) -(MD= "2.11 
= +8+48+3-8+12+12 = 75 824 

sd al E 

s=+ |al=Lj7s/= É 9,340 
2 2 2 e 

-7 10 
cá a 

9 O) 


Exercícios Resolvidos 


9.1) Determine o valor de k de modo que os pontos A(k; -1), B(15; k) e C(7; 0) formem 
um triângulo de área igual a 1. 


Solução k 
ESSES ? a 
A = ja a Ea a 
f ata AC IEA 
a K O 
o” o 
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Desenvolvendo, obtemos: À = k2? - 7k + 8. 
Assim: 


s=D Ale 1 =D Ike 7k+B] eo |k2 748] = 2 em 
e k2-7k+8=2 ou k-7k+8 = -2 


Astaízesdek? - kk + 8=2 são 1e6 
Asraízesdek? - TX + 8= -2são 2€e5 


Portanto, os valores possíveis de k são: 1, 2, 5 e 6. 


9.2) Consideremos o triângulo de vértices A(1; 2), B(3; 7) e C(6; 3). Calcule: 


a) a área do triângulo ks 
b) a altura relativa ao lado BC 


Solução 


a) Este problema é idêntico ao problema 8.8. Compare depois as soluções. Temos: 


|=27:8 
DO go fo tifomed3 
ES a 
edad sapo 2 
donde: S 2 JAI = o) |-23] = 3 


b) Sendo h a medida da altura relativa 
ao lado BC, temos: 


1 
ps ôBc *h 
25 
ou: h= =— 40) 
ôBc 
B Cc 


Podemos calcular ôRG, obtendo ôBc = 5. Substituindo em (1), vem: 


ár 23 
a: 5 Ses 


9.3) São dadas as retas (1): y =x + 1 e (s):y = 3x - 1, que se cortam em A. Pelo 
ponto B(4; 7) conduz-se a reta t,que corta r no ponto Ce s no ponto D. Determine a 
equação de t, sabendo que a área do triângulo ACDéS = 8. 


207 


208 


Solução 


Suponhamos inicialmente que a 
reta t não seja vertical. Assim podemos 
supor que ela tem um coeficiente an- 
gular m. É conveniente ressaltar que de- 
vemos term £lem &3, pois t não 
é paralela a r nem a s. Como t passa por 
B, sua equação pode ser escrita: 


y-7=m(x-4) 
ou: y=mx-4m+7 


Assim: 
(e px 
(s) Yy=3%-] 
(t): y=mx-4m+7 


A interseção de re sé: A(1;2) 


A interseção de re té: CS A | 


A interseção de se té: pers tai À 


m-3 * m-3 

XA YA 1 1 2 | 
“ - |4m-6 5Sm-7 E 
8=| xc tos tp (Cher + 

bo 1 4m-8 lim-21 1 

D D m-3 m-3 

1 ] : ) 2 50 

—  18m?-60m+ 

" m=Qui=) 4m-6 Sm-7 m-l Ra 7 = DO 


4m-8 llm-21 m-3 


Como S => IAI, temos: IAl= 28 = 2(8) = 16 


Daí vem: 
1êm? - 60m + 50 | 
m2 - 4m +3 - 
isto é: 
18m2-60m+50 | | 18m2-60m+50 
m? -4m+3 m?-4m+3 


Resolvendo estas equações obtemos: 


31 sd aa ing gu ida 


m=-l ou ms= = 17 


9.4) 


Substituindo em y = mx - 4m + 7, obtemos três possibilidades para a reta t: 
VS =x cru 
31 + 8V2 5+32NV2 
17 RA 17 


31-8V2 | 5-32/2 
17 


y = 
Va 


Vamos agora analisar a possibili- 
dade de a reta t ser vertical. Neste caso, 
como ela passa por B(4; 7), sua equação 
éx = 4. Assim, suas interseções com as 
retas s e r são os pontos D(4; 11) e 
C(4; 5). Calculando a área do triângulo 
ACD obtemos S = 9 e portanto não 
satisfaz a condição do problema. Assim, 
concluímos que a reta t não pode ser 
vertical e ficamos com as três possibi- 
lidades relacionadas acima. 


Sejam A(-3; -1), B(-2; 3), C(2; 4) e D(9; 6). Determine o ponto P da reta r de equação 


y = 2x-4, tal que a área do triângulo PAB seja 4 da área do triângulo PCD. 


Solução c D 


Seja a a abscissa de P. Como P B 
está em 1, podemos escrever: 


Yp = 2xp-4 = 2a-4 A 


isto é, podemos representar P por: 
P(a;2a-4) E 


Calculamos a área S; do triângulo PAB e a área S2 do triângulo PCD obtendo: 


Si prtedanaa | e S, = |6a-26] =. 


De acordo com o enunciado do exercício, temos: 
17 


S1 ="40 Sa 
isto é: 
|-22-15] 17 
Eva e 40 | 6a - 26] 
é 371 
Resolvendo esta equação obtemos a = 1 ou a = 31 
Paraa = 1 temos: P(1; -2) 
A suo AR AO 
Paraa = 31 temos: P( 31 * 31 
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9.5) 


9.6) 
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O triângulo ABC é isósceles de base AB e tem área de 25 unidades. Determine as 
coordenadas do ponto C, sendo A(2; 2) e B(1O; 8). 


Solução 


Representemos o ponto C por o) 
C(a; b). Como o triângulo é isósceles de 
base AB, devemos ter: 


ôca = *c» 
ou: (2-2)2+(b-22 = 
= (a-10)? + (b- 8) 


Simplificando, obtemos: 
.39-4a A Ê 


h 3 


Assim, o ponto C pode ser representado por: C(a; e 3 o ih 


Os 


Calculamos, a seguir, a área do triângulo ABC que 


-25a + 150 
3 


De acordo com o enunciado, devemos ter S = 25. Portanto: 


-2Sa + 150 
3 


Resolvendo esta equação obtemos a = 3 ou a = 9. Temos então duas possi- 
bilidades para o ponto C: 


paraa = 3, vem: C(3;9) 
para a 


9, vem: C(9;1) | 
Dado o triângulo de vértices A(-5; 3), B(-2; 7) e C(10; -2), seja BD uma de suas 
bissetrizes internas. Calcule as áreas dos triângulos ABD e BDC. 


S = 


|- 25 


Solução 
19 modo 8 

Usando um dos processos vistos o 
no capítulo 8, podemos determinar o 
ponto D: 

ES 1 
D( q 7) 
A D Cc 


Em seguida podemos calcular as áreas dos triângulos ABD e DBC, que são 


é 75-: 225 
respectivamente Be e 4 


29 modo 


Calculamos a área S do triângulo ABC e os comprimentos de AB e BC, obtendo: 


75 a 4 
S=5 :0,8=5;0pc= 15 


Sejam S; e S2 as áreas dos triângulos ABD e BDC respectivamente. Temos: 


1 1 
S1=7*dAp'h e S2 =3*ôpc'h 


& É 
“be O 


Porém, pelo “teorema da bissetriz interna” vem: 


ô ô 5 ! 

doe “bc 1573 
Com isso, a relação (I) fica 

E 


Sa. "2a 
75 
Por outro lado, devemos ter: S; + S, = S = 2" 


Temos então o sistema 


Lana 
Sa 
75 
S1 + S2 Era 
que, resolvido, nos dá: S; = o = Sy'= 2. 


9.7) Calcule o raio da circunferência inscrita no triângulo de vértices A(9; 1), B(4; 11) e 
C(l; 5). 
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9.8) 
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Solução 
Este problema é idêntico ao problema 8.40. Porém, como agora queremos 
apenas o raio da circunferência inscrita (não queremos o incentro), há um modo mais 
rápido de dar a solução. 
Vamos lembrar-nos de um teo- 
rema de Geometria Plana que diz: Dado A 
um triângulo ABC cujos lados medem 
a be c, cuja área é S e cuja cir- 
cunferência inscrita tem raio r, vale a 


relação: e b 
B a Cc 
onde: p = = 


Fazendo os cálculos, obtemos para o nosso caso: 


(pote cia c=dap=SVS 


b=0,0=4V5 S=30 * 


Consideremos novamente o triângulo do problema anterior. Sendo D o seu incentro, 
calcule as áreas dos triângulos ABD, BDC e ADC. 
Solução 


Sejam Si, S2 e Ss as áreas dos 
triângulos BDC, ADC e ADB, respecti- 


vamente. Temos: A 
de E VSEE), ds 
é oo 2 EE E b 
2, 
a UV DS) 
o 2 E 
su 6V5)V5) 25 B ê C 
de psddiea 2 7 


9.9) Seja o triângulo ABC do problema anterior. Calcule o raio da circunferência circuns- 
crita ao triângulo. 


Solução 


a) Poderíamos resolver este problema 
como já resolvemos um semelhante 
a ele no capítulo 2, isto é, determi- 
namos primeiramente o circuncentro 
E e em seguida calculamos a distância 
de E a um dos vértices, obtendo o 
raio. Porém, como neste caso que- 
remos apenas o raio (não queremos 
o circuncentro), podemos proceder de 
outro modo. Lembrando de um outro 
teorema da Geometria Plana, temos: 


o 


is abc 
4R 
S é a área do triângulo 
. onde: R é o raio da circunferência circunscrita 
a, be c são as medidas dos lados 


Assim: 
add CVS)UVS)6VS) ss 
ER E 4(30) 2 


9.10) Calcule a área da figura sombreada, sabendo que A(1; 9), B(13; 18) e C(25; 2). 


A 
Solução 


Seja S; a área do triângulo ABC. 
Fazendo os cálculos, obtemos: S; = 150. 

Em seguida calculamos o raio r da 
circunferência inscrita no triângulo (co- 
mo no exercício 9.7), obtendo 1 = 5. 


o 
(o) 


A área do círculo de raio r é: 


S, = 712 = 7(5) = 257 
Portanto, a área pedida é: 
S=S;j-S, = 1500-257 
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9.11) Calcule a área do quadrilátero ABCD, sendo A(-2; 3), B(1; 6), C(7; 1) e D(-1;-2). 


Solução 

Vamos dividir o quadrilátero em : 
dois triângulos, como mostra a figura. 
Calculamos a área S; do triângulo ABC A 
e a área S2 do triângulo ACD obtendo: 

- 33 REA 

S1 ad 2 e Sz 2 

Portanto, a área S do quadrilátero é: D 

3,43 Cc 


s-s+4-D+5.38 


No item seguinte deste capítulo veremos um outro modo de resolver este problema. 


Exercícios Propostos 


9.12) Calcule a área do triângulo ABC em cada um dos casos a seguir: 


a) A(4; 3), B(6; -1), C(-1;-5) 
b) AC-I; -1), B(2; 0), C(-2; 5) 


9.13) Calcule a área do triângulo representado 
na figura ao lado. 


9.14) Determine o valor de k, de modo que o triângulo de vértices A(k; 0), B(1; k) e 
C(k; 2) tenha área igual a 2. 


9.15) Determine a altura referente ao lado ÃC, no triângulo de vértices A(5; 7), B(2; 2) e 
C(-3; -1). 


9.16) Determine a área do triângulo ABC, conhecendo as coordenadas do vértice A(3; 5), 
do ponto médio M(3; 3) de BC e do ponto médio N(5; 1) de AC. 


9.17) Determine a área do triângulo cujos vértices são os pontos de interseção das retas de 
equações: 
4x - 5Sy + 26 =0,4x+7y+2=0 e 4x+y - 10=0 
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9.18) 


9.19) 


9.20) 


9.21) 


9.26) 


9.27) 


9.28) 


Consideremos as retas 


(1):- 3x = 8y -7=0 
(= 3x-.v + 1 ==0 


e o triângulo ABC, onde B(-1; 3) e C(-3; -2). Sabe-se que a reta r é suporte do lado AC e 
que a reta s é perpendicular à reta-suporte do lado ÁB. Calcule a área do triângulo ABC. 


Seja D o baricentro do triângulo cujos vértices são A(-2;-1), B(6; 8) e C(2; 11). Calcule 
as áreas dos triângulos. 
a) ABD b) ACD c) BCD 


Mostre que, sendo D o baricentro de um triângulo ABC qualquer, os triângulos ABD, 
ACD e BCD têm a mesma área. 


São dadas as retas (1): y = 2x + 3 e (s):y = -3x - 2, que se cortam em A. Pelo 
ponto B(2; 2) passa uma reta t que corta r no ponto Ce s no ponto D. Determinc a 
equação de t, sabendo que a área do triângulo ACD é igual a 20. 


Seiam A(O; 2), B(O; 1), C(2; 2) e D(2; 8). Determine o ponto P do eixo das abscissas 
tal que a área do triângulo PCD seja o dobro da área do triângulo PAB. 

Asretas (r): 5x - y + 9=0e(s):x- 8y + 33 = O cortam-se no vértice B de um 
triângulo ABC, cuja área é igual a & . Determine a equação da reta-suporte do lado 
ÃC, sabendo que ela é perpendicular à reta de equação 3x + 2y - 2 = 0. 


Dado o triângulo de vértices A(-3; 2), B(3; 10) e C(8; -2), seja BD uma de suas 
bissetrizes internas. Calcule as áreas dos triângulos ABD e BDC. 


Calcule o raio da circunferência inscrita no triângulo de vértices A(-3; 1), B(3; 1) 


-5 
e C(9; 2) 

Seja D o incentro do triângulo do exercício anterior. Calcule a área do triângulo BCD. 
Calcule o raio da circunferência circunscrita ao triângulo de vértices A(1; 1), B(7; 9) 


e cu3; ; 


Calcule a área sombreada na figura, sa- 
bendo que A(-3;-3), B(2; 7) e C(5; 1). 


Calcule a área do quadrilátero ABCD tal que A(3;-3), B(5;4), C(0; 2) e D(0:0). 
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9.3 —- ÁREA DE UM POLIGONO 


Para calcularmos a área de um polígono de mais de três lados, podemos 
proceder como no exercício 9.11, isto é, dividimos o polígono em triângulos. No 
entanto, podemos obter diretamente a área do polígono (sem dividilo em 
triângulos) usando uma regra prática (a qual daremos a seguir, sem demonstração), 
que é uma generalização da regra prática apresentada no item 9.2, para os triângulos. 


Sejam A, B, C,..., M vértices 
consecutivos de um polígono qualquer, XA JA 
Sua área S é dada por: sd 
M ” x 
LN RN 
Xc “Ye É 
Br y 
: O 
*M YM 
A YA 
Nm 
onde: o) 


Observemos que: | 

19) De modo semelhante ao que foi feito para os triângulos, dispomos as 
coordenadas dos vértices em duas colunas, repetindo a primeira linha. 

29) Os vértices devem ser consecutivos, isto é, tomamos um vértice qualquer 
como ponto de partida e percorremos o polígono no sentido horário ou anti-horário. 

Pode-se ainda demonstrar que: 


19) quando o percurso é feito -no sentido anti-horário, temos 4 > O 
29) quando o percurso é feito no sentido horário, temos 4 < Q 


Exercícios Resolvidos 


9.30) Consideremos novamente o quadrilátero ABCD do problema 9.11, onde A(-2; 3), 
B(1; 6), 07; 1) e D(-1; -2). Calcule sua área. 
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9.31) 


Solução 


Vamos tomar o vértice A como 
ponto de partida, e percorrer o polígono. 
no sentido horário. 


Temos: 


A = (6) + MD + (DEM + CG) - GD - (6XM - (MDED - CNC = 
sf) « go 4 Togo -% 


Portanto: 
pg e RE Read 
S=5 I4l=5 |-76l = 38 Eca 
A título de ilustração, vamos cal- -2 3 
cular novamente a área, partindo do vér- -1 -2 
tice C e percorrendo o polígono no sen- 7 1 


tido anti-horário: 


A = (MO + DB) + CCZ + CD) - OM) - (E - DEM - CAM = 
=42+3+4-1-1+12+3+14=7 6 


e galo A 
Assim: S = I4l=5 |76 | = 38 


Consideremos o pentágono ABCDE, onde A(O; 4), B(3; 2), C(1; -3), D(-3; -2) e E(-4;1). 
Calcule sua área. 


Solução 


Por convenção, quando se fala 
“pentágono ABCDE”, admite-se que os 
vértices são consecutivos; assim, não há 
necessidade de fazermos o desenho. Par- 
tindo do vértice A temos: 


A = (02) + (3-3) + (1-2) + (IL) + (-4)(4) - (4)(3) = (DU) = (-3)(-3) - (-2)(-4) - 
-(1)(0) = 0-9-2-3-16-12-2-9-8-0 = -61 


Portanto: 


1 1 e 
IAl=5 |-61| = 2 


S=7 
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9.32) Determine a área do pentágono ABCDE da figura abaixo. 


ARS memso peste 


Solução 
Vamos partir do vértice A e percorrer o polígono no sentido horário. 

A(4;5) 4.5 
B(3;3) Ina 
D(4;0) 
EC1;1) er 

-]1 1 

4.5 

A = (4)(3) + (3)2) + (60) + (4)C1) + (ICS) — (5)(3) — (3)(6) — (2)(4) - (0-1) - (14) = 


12+6+0+4-5-15-18-8-0-4=-28 


Portanto: S - |4|] -+ |-28|] = 14 


9.33) Calcule a altura do trapézio ABCD onde A(2; 1), B(3; 4), C(5;5) e D(12; 6). 
Solução 


Este problema é idêntico ao problema 8.9. Compare depois as soluções. 
Em primeiro lugar, calculamos os coeficientes angulares das retas-suportes dos 
lados, para descobrirmos quais são os lados paralelos: 


SRS cl vb a E Dadd A. 
RE ET ad ES AEB 
p= Jn e k 
RED 4-H 4 PR A ge <A 
E -do 2-5 4 DA Xp XA 12-2 2 
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Como mpç = MpA aniioinço 
que os lados paralelos são BC e DA. 


Sendo S a área do trapézio, sa- B [os 
bemos que: 
; : 
o) “= ND Gi ôBO (D 


Fazendo os cálculos, obtemos: 

Bans 545, 6,p = VS e S=15 À D 
Substituindo em (1): 

15 = % h(sN5 + 5) 

donde: h= Vs. 


9.34) Consideremos o pentágono ABCDE, onde A(3; 7), B(9; 4), C(4; 1), D(0; 2) e E(1;5). 


-— > E a 
Determine um ponto P do lado AB tal que a área do quadrilátero APDE seja a3 da 


área do quadrilátero PBCD$ 


Solução 


Façamos um esboço do pentágono 
no plano cartesiano, sem preocupações 
com a “escala”. Sejam S; e S2 as áreas 
dos quadriláteros APDE e PBCD respec- 
tivamente e seja S a área do pentágono. 
Fazendo os cálculos obtemos S = 30. 


Supondo P(a; b), calculemos em seguida os valores de S; e S2, fazendo os 
“percursos” no sentido anti-horário (para que tenhamos À > 0). Assim, obtemos: 


Sa-3b +10 -2a + 9b —- 1 
S; = REST SM NR e. S9= q Sa: 
De acordo com o enunciado, devemos ter: 
17 
Sy= 43 S2 
Á Sa-3b+10 17 | -Za+9b-1 
e 2 "4 2 


que, após as simplificações, fica: 
832 - 94b = -149 (1) 
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Por outro lado, devemos ter: 
Si + S, = 30 


Sa -3b + 10 -22+9b-1 
SS nei gs DESA E Og 
2 2 E né 


isto é: 
que, simplificada, fica: 
a+2b = 17 am 
As equações (1) e (II) formam o sistema 
83a - 94b = -149 
a + 2b = 17 


que, resolvido, nos dá: a=5Seb=6 
Portanto: P(5;6) 


Exercícios Propostos 


9.35) Calcule a área do pentágono da figura. 


9.36) Calcule a área do quadrilátero ABCD em cada um dos casos a seguir: 


a) A(2; -2), B(3; 4), C(-4; 1), D(-2; -1) 
b) AG; 0), B(O; 5), C(-6; 2), DC-2; 0) 


9.37) Calcule a área do hexágono ABCDEF, onde: 
AG; 3), B(4; 1), C(3; -2), D(O; -3), E(-2; -1) e FCI; 2) 
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9.38) Seja o triângulo ABC de vértices A(-6;0), 
B(6; 0) e C(0; 12), representado na fi- 
gura. O ponto M divide AC ao meio e 
os pontos Pe Q dividem BC em três 
partes de mesmo comprimento. Deter- 
mine a área do quadrilátero ABPM. 


9.39) Calcule a área do polígono da figura. 


9.40) Consideremos o quadrilátero ABCD tal que A(O; 4), B(2; 7), C(7; 2) e D(3; 1). De- 
termine um ponto P do lado BC tal que a área do triângulo ABP seja — da área do 


3 
quadrilátero APCD. 


9.41) Demonstre que, em qualquer quadrilátero, os pontos médios dos lados são vértices 
de um segundo quadrilátero, cuja área é metade da área do primeiro. 
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Exercícios Suplementares 


HI.1) 


1.2) 


H1.3) 


H1.4) 


HI.5) 


HI.6) 


H1.7) 


H1.8) 


HI.9) 


HI.10) 


HI.11) 


H1.12) 


H1.13) 


11.14) 
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Represente os pontos (x; y) tais que CER - 


Consideremos as retas r e s cujas equações são x ty -6 = 0e3x-4y+3 = Orespec- 


tivamente. Determine os pontos de r cujas distâncias à reta s são iguais a ha 


Calcule a distância do ponto (Va ; «/b ) à reta de equação Va x+Vbx=o0. 


Determine o valor de a sabendo que o ponto (a; 2) é egiiidistante'das retas de equações 
4x -3y+7=0 e 7x + 24y - 30 = 0. 


Consideremos as retas r e s cujas equações são: 


(a+b)x + (a-b)y ta = 0 
eta = usb bm 0 (coma£0 e b£O) 


Determine as equações das retas bissetrizes dos ângulos formados por 1 e s. 

A equação x? - y2 + 2x(x - y) = (5 - 3y)(x - y) representa duas retas r e s. Sendo 
P(2; 3), calcule as distâncias de Pa tes. 

As equações das retas-suportes dos lados de um triângulo são 3x + Sy - 16 = 0, 
x-y =0e3x+y+4 = 0. Calcule as medidas das alturas desse triângulo. 


A equação 24x2 + 6y2 - 24xy + 10x - Sy + 1 = 0 representa duas retas. Calcule a 
distância entre elas. 


Calcule a distância entre as retas representadas pela equação 2x2-6y2-xy +x+5y-1=0. 


Determine os pontos da reta de equação 4x - y + 10 = O que são eqjiidistantes dos . 
eixos coordenados. 


São dadas as retas (1): y = x e (8):y = 2x, que se cortam em A. Pelo ponto P(1; 1) 
conduz-se a reta t. Determine a equação de t de modo que ela forme com r e sum: 
triângulo de área igual a 1. 


Calcule a área do triângulo cujos vértices são: 
A(p+1I+V3;s+1+W3), B(p;s+2) e C(p+2;5) 


Consideremos um triângulo ABC de área 57 » tal que A(-2; 1) e C(7; 3). Determine 


o vértice B, sabendo que o baricentro do triângulo pertence à reta de equações para- 


métricas: 
x 
d 


Seja P um ponto qualquer da base BC de um triângulo isósceles ABC. Demonstre que a 
soma das distâncias de P aos lados AB e AC é igual à altura relativa ao lado BC. 


3t-1 
3t +1 


Capítulo 10 — Circunferência 


Capítulo 11 — Posições relativas de retas e 
circunferências 


Capítulo 


Circunferência 


e: 


10.1 — EQUAÇÃO DA CIRCUNFERÊNCIA 


Consideremos uma circunferência 
de centro C(a; b) e raio r. Pela definição 
de circunferência, sendo P(x; y) um ponto 
qualquer da circunferência, devemos ter: 


ou: V(x-a!+(y-b) =r 


A equação 10.1 será satisfeita por qualquer ponto P(x; y) da circunferência e 
nenhum ponto fora da circunferência deverá satisfazê-la. Assim, dizemos que a 
equação 10.1 é uma equação da circunferência de centro (a; b) e raio r. 


Exercícios Resolvidos 
10.1) Seja a circunferência de centro C(4; 2) e raio r = 5. 


a) Dê sua equação 
b) Verifique se os pontos A(8; 5), B(6; 3) e E(12; 9) pertencem à circunferência. 


a) Tomemos a equação 10.1: 
(x-a)2+(y -b)2=12 
Aqui temos: 
a=4,b=20r=5 


Assim a equação fica: 
(x-42+(y-22=52 (1 
Podemos desenvolver os quadrados, ficando com: 
x2-8x+ 16+y2-4y+4=25 
ou ainda: 
x2+y2-8x-4y-5=0 «1 
As equações (1) e (II) são equivalentes; tanto uma como outra servem como res- 
posta. 
b) Para verificarmos se os pontos A, B e E pertencem à circunferência, substituímos suas 


coordenadas na equação (1) ou (II) e observamos se as sentenças obtidas são verda- 
deiras ou falsas. Vamos fazer as substituições na equação (1): 


(x-42+(y-22=52 
A(8;5) ——— (8 - 4)2+(5 - 2)2=52 | (verdadeira) 
B(6;3) — (6 -4)22+(3 -22=52 (falsa) 
E(12;9) — (12 -4)2+(9 - 2)22=52 (falsa) 
Portanto, dos pontos fornecidos, apenas o ponto A pertence à circunferência. 


10.2) Dê a equação da circunferência de centro C(2; -1) e raio r = 3. 


Solução y 
(x-a2+(y -b)2=12 
No nosso caso temos: 
a=Zb=-ler=3 Á 
Assim: e 
G-Peg+P=3 
ou: (x-2+(y+1)2=9 (1) 


Desenvolvendo os quadrados obtemos: 
x2-4x+4+y2+2y+1=9 
ou ainda: x2+y2-4x+2y-4=0 (1) 


Podemos dar como resposta a equação (I) ou a equação (Il) ou outra qualquer 
equivalente a elas. 


10.3) Dé a equação da circunferência de centro C(0;0) e raio r = 2. 


Solução 


Neste caso o centro da circunfe- 
rência é a origem do sistema de coorde- 
nadas. Temos então: 

az=0,b=0er=2 

(x-a)2+(y -b)2= 12 
(x-02+(y-02=22=4 
2 +y)=4 (1 
ou: x2+y2-4=0 (I) 


2 


Podemos dar como resposta a equação (I) ou a equação (II) ou qualquer outra 
equivalente a elas. 


10.4) Dê a equação da circunferência de centro cs ;3)e raio r = 4. 


º 


Solução 


Agora temos: a >,b =3er=4 


Assim: (x -a)2+ (y - b)2 = 12 


a-SPg-=4 q) 


2 sx ++ yr Gy +9 = 16 


X+y-sx-6y-5=0 (1) 
ou: 4x2 + 4y2 - 20x - 24y - 3 = 0 (II) 


Qualquer uma das equações (1), (II) e (III) serve como resposta. 


10.5) Determine o centro e o raio das circunferências cujas equações são dadas a seguir: 


a) (x-2)2+(y -72=36 c) xX2+y2=9 


2, aro ais 
d) ++ -5)=10 


10.6) 


10.7) 


10.8) 


Solução ] 
a) (x-a+(y -b)2 =r2 

e E E RA asib=l,re6 
(x-22+(y -72=36=62 
Portanto o centro é C(2; 7) e o raio é r = 6 

b) (x--a)2+(y -b)2 = 12 


a 
++ OG = 10 = (V10)2 
A à ER ar 1D 

Assim, o centro é C( ig) e 0 raio é r 


c) (x - a)2 + -b)2=r2 
, é É E a=0,b=0,r 
x2+y2=9=32 


O centro é C(0; 0) e o raio é r = 3. 


" 
ad E é 
os wo 
o - 
o 
" 


Determine os valores de k para os quais o ponto P(k; 5) pertence à circunferência de 
centro C(5S; -2) e raio r = V 85. 
Solução 
A equação dessa circunferência é: 
K-52+(y+292=(V85)2=85 (1) 


Se P(k; 5) é ponto da circunferência, suas coordenadas devem satisfazer a equação 
D: 


(Kk-5)22+(5+2)2=85 
Resolvendo esta equação obtemos: k = 11 ouk =-1 
Calcule o raio da circunferência que tem centro no ponto C(-2; 7) e que passa por 
A(3; -1). 
Solução A 


O raio é a distância entre os pon- 
tosÃeC: 


= dAC= V (xa - xo)? + (A -y0? = 
=VG+02+(1-72=89 


Sendo A(-3; 2) e B(7; 6), determine a equação da circunferência que tem o segmento 
AB como diâmetro. 


Solução 
O centro C da circunferência é o 
ponto médio do segmento AB. Assim: 
gg ZA“ XD 3+7., 
Ei = RR = 
C(2; 4) 


VA“YB 2+6 4 B 
Da 2 = 


10.9) 


Para obtermos o raio, calculamos a distância de C ao ponto A (ou ao ponto B): 
r=ô0,=VQ+32+(4-22 = 29 
Portanto, a equação da circunferência é: 
(x-22+(y-4)2=29 
ou, desenvolvendo os quadrados: 
x2+y2-4x-8y-9=0 


Dê a equação da circunferência que passa pelos pontos A(O; 2), B(7; -5) e C(6; -6). 
Solução 


Seja D o centro de nossa circun- N B 
ferência. Em primeiro lugar vamos obser- 
var que, sendo A e B pontos (distintos) A Asa 
da, circunferência, a mediatriz da corda 


AB deve passar pelo centro da circunfe- 


Fig. a 
rência (figura a). bi 


Sejam então res as mediatrizes 
das cordas ÀB e BC respectivamente 
(fig. b). Podemos determinar as equações 
deres que são: 

():x-y-5=0 N 

(d:x+ty-1=0 So 

O centro D é a interseção das 
retas res: 


D(3; -2) 

Para obtermos o raio, calculamos 

a distância de D ao ponto A (ou B, ou C): 
dad Fig. b 
Assim, a equação da circunferência é: 
G-32+(y+2)=S2 
ou, desenvolvendo os quadrados: 
x2+y2-6x+4y -12=0 

Devemos observar que: 
19) O problema não teria solução se os pontos A, B e C estivessem alinhados. 


2º) O problema também poderia ter F 
sido enunciado do seguinte modo: 
“Determine a equação da circunfe- A 
rência circunscrita ao triângulo de 
vértices A(O; 2), B(7;-5) eC(6; -6)”. 

39) Indicaremos uma outra solução para Cc 
este problema no exercício 10.38. 


10.10) 


10.11) 


Determine a equação da circunferência inscrita no triângulo de vértices A(9; 1), B(4; 11) 
e C(1; 5). 
A 


Solução 
Este triângulo é o mesmo do exer- É me 
cício 8.40. 


O centro da circunferência inscrita [> 
é o incentro D que já foi determinado 
no exercício 8.40: 


D(4; 6) 
B c 


Para obtermos o raio r, calculamos a distância de D a um dos lados, o que também 
já foi feito no exercício 8.40: r=V 5 

Portanto, a equação da circunferência é: 

(x -42+(y-62=(V5) 

ou: x2+y2-8x-12y+47=0 
Determine a equação da circunferência de raio r = 2W/5 e que passa pelos pontos 
A(1; 4) e B(7; -2). 
Solução 


Seja C(a; b) o centro da circun- 
ferência, cuja equação deve ser: B 
(K-a2+(y-b2=12=(2/5P2= 
= 20 (D 
Como A e B pertencem à circun- 
ferência, suas coordenadas satisfazem a 
equação (1): 
A(1;4) —> (1-a)2+(4 -b)2=20 (1) 
B(7;-2) > (7-a)2+(-2-b)2=20(11) 
Desenvolvendo e simplificando as 
equações (II) e (III), obtemos o sistema: 
a2+b2-22-8b=3 (LV) 
a2+b2- 144 +4b=-33 (V) 
Um modo simples de resolver esse sistema é subtrair membro a membro as equa- 
ções (IV) e (V). Vamos fazer (IV) - (V), obtendo: 
12a - 12b = 36 
ou: a-b=3 (VD 
Na equação (VI) isolamos uma das incógnitas. Vamos, por exemplo, isolar a: 
a=3+b (VII) 
Em seguida substituímos em (IV) ou (V). Vamos substituir em (IV): 
3+b2+b2-2U3+b)-8b=3 


10.12) 


10.13) 


Resolvendo esta última equação obtemos: b=2 ou b=0. 
Substituindo em (VID: 


b=2€524=3+2=5:.0(5;2) 
b=0€>2a=3+0=3:.0(3;0) 
Portanto, temos duas circunfe- 
rências satisfazendo as condições do pro- 
blema: uma de centro Cy(5; 2) e outra 
de centro C;(3; 0). A de centro C; tem 
equação 
(x-5)2+(y-2)2=20 
e a de centro C; tem equação 
(x - 3)22+ y2 = 20 


Determine a equação da circunferência de raio r=W 5 e que passa pelos pontos A(-1; 3) 
e B(G3; 1). 


Solução 


Este problema é semelhante ao anterior e vamos encaminhá-lo do mesmo modo, 
Sendo C(a; b) o centro, a equação da circunferência é: 


K-2+(y-b2=(V5P=5 1) 


Os pontos A(-1; 3) e B(3; 1) pertencem à circunferência; substituindo suas coor- 
denadas em (1), obtemos o sistema. 


Cl-a2+(3-b2=5 
G-a2+(1-b2=s 


o qual, resolvido, nos dá:a = le b = 2, 
Assim, neste caso obtivemos apenas uma 
circunferência satisfazendo as condições 
do problema (no exercício anterior ob- 
tivemos duas). Isto significa que os pon- 
tos A e B dados são extremos de um 
diâmetro da circunferência. 

O centro da circunferência é 
C(1;2) e sua equação é: 


K-1+y-D=s 
No plano cartesiano, o que representa a equação y = V 9 -x2? 
Solução 


Para a existência de y = V9 - x? devemos impor 
9-x220 e y20 


10.14) 


Porém, se elevarmos ao quadrado os dois membros de y = 9 - x2, obteremos 
y2=9 - x2?, o que já garante a condição 9 - x? 2 0. Assim, podemos escrever: 


y2=9-x2 
y=V9-x2 «> [ e 
yz20 


Mas: y2=9-x2 es x2+y2=-9 


A equação x2 + y2 = 9 representa uma circunferência de centro na origem e raio 
r=3 (figura a). Mas como devemos ter y 2 0, a resposta do problema é a semicircun- 
ferência da figura b. 


-3 
Fig. a 


Obtenha os pontos onde a circunferência de equação 
(x-12+(y-1)2=5 


corta os eixos coordenados. 


Solução 
Os pontos onde a circunferência corta o eixo Oy devem ter abscissa nula. 
Fazendo x = O na equação dada temos: 
(0-1)2+(y-1)2=5 


o que nos dá y = 3 ouy =-1. Portanto, os pontos onde a circunferência corta o eixo Oy 
são (0; 3) e (0;-1). 

' Os pontos onde a circunferência corta o eixo Ox devem ter ordenada nula. 
Fazendo y = O na equação dada, temos: 
(x-12+(0-1)2=5 
o que nos dá x = -1 ou x = 3. Portanto, 


os pontos onde a circunferência corta o 
eixo Ox são (-1;0) e (3,0) 


10.15) Represente no plano cartesiano os pontos que satisfazem a condição: 
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xl -12+(y -22=2 


Solução 


x20 «+ ixl=«x 
Conforme sabemos: 


x<0o «+ |xl=<« 


Vamos considerar então duas possibilidades: 


19 | x20 


Neste caso temos |x| = x e a equação dada torna-se: 
K-12+(y-22=2 
que é a equação de uma circunferência de centro (1; 2) e raio r = 2 (figura a). Mas 
como estamos supondo x Z 0, ficamos com a parte da circunferência marcada na 
figura b. 


Agora temos |x| = -x c a equação dada fica: 
(Ex -1D+(y-22=2 
ou: (x+1)2+(y-22=2 


que é u equação de uma cireunferência de centro (-1; 2) e raio 1 = v2 (figura c). 
Porém, como estamos supondo x < 0, ficamos com a parte da circunferência marcada 
na figura d. 


A resposta ao problema é a reu- 
nião das figuras b e d, isto é, é a região 
representada na figura e. 


Fig. e 


10.16) Consideremos o ponto A(-1; 5) ea reta s de equação x + y - 3 = O, Determine a equação 
da circunferência de raio r = 5, que passa por À e tem centro na reta r. 
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Solução 
Sendo C(a; b) o centro da circun- 
ferência, sua equação é: 
(x-a2+(y-b2=52 (1) 


Como A(-1; 5) pertence à circun- 
ferência, podemos substituir suas coorde- 
nadas em (1), obtendo: 


(-1-a2+(5-b2=25 «ID 


O centro C(a; b) pertence à reta 
(s): x + y - 3 = 0. Portanto, temos: 


atb-3=0 (1) 


Resolvendo o sistema formado pelas equações (II) e (III), obtemos: 
a=2 e b=1 


ou 


a=-5 e b=8 


Assim, temos duas circunferências 
satisfazendo as condições do problema: 
uma de centro C,(2;1) e outra de centro 
Ca(-5; 8), cujas equações são, respectiva- 
mente: 


(x- 2)22+ (y - 1)2=25 
e 


(x + S)2+(y-8)2=25 


Rali 


10.17) Consideremos a circunferência Y de equação (x - 1)2+ (y - 5)2= 13 e a reta s de equação 
x-4y+2=0. Seja Y' a circunferência simétrica de Y em relação a s. Determine a equa- 
ção de 9'. 

N 

Solução 

As circunferências Y e Y' devem 
ter o mesmo raior = 13. Sejam Ce C' 
os centros de Y e 7', respectivamente. Da 
equação tiramos C(1; 5). O ponto C' 
deve ser o simétrico de C em relação a s. 
Usando o processo visto no capítulo 5, 
obtemos: : 


C'(3; -3) 
Portanto, a equação de Y' é: 
(x-32+(y+3)2=13 


1 


. ——s 
10.18) O triângulo retângulo ABC, cuja hipotenusa é AC, está inscrito na circunferência de 
equação (x - 4)2 + (y - 3)? = 13. Sabendo que A(I; 5), determine o vértice C. 


Solução 
O centro da circunferência é o B 
ponto D(4; 3). Conforme sabemos da 5 


Geometria Plana, quando um triângulo 
retângulo está inscrito numa circunferên- 
cia, a hipotenusa é diâmetro da circun- 
ferência. Portanto, o centro D é o ponto 


médio do segmento AC, Assim: A c 
xa * Se Th * YE 
XD = 5) e D = 2 
1 + Xc 3 + YC 
ou: 4= = 


E 
donde: xç=7 e yc=1 
Assim, temos: C(7; 1) 


Exercícios Propostos 
10.19) Escreva a equação de cada circunferência cujos centro e raio são dados abaixo: 


a €5;3)er=2 9 CEsDer=2V2 


b) C(-2;4) er=V10 e) €(0;0) er=8 
co C-1;0)er=2V3 


10.20) 


10.21) 


10.22) 


10.23) 


10.24) 
10.25) 
10.26) 


10.27) 


10.28) 


10.29) 


10.30) 


10.31) 


10.32) 


Dê o centro Ce o raio r das circunferências cujas equações são dadas a seguir: 
a) (x-3)2+(y -4)2=49 d) (x+2)2+(y-V2)2=80 

b) (x+ 6)2+(y - 1)2=36 e) x2+y2 = 16 

e) +54 -2=1 ) x2+y2=6 


Responda sim ou não conforme o ponto P pertença ou não à circunferência cuja equação 
é dada. 


a) P(2;3), (x-1)2+(y-3)2=5 co) P(3; 4), x2+y2-6x+ 8y+9=0 
b) P(-1; 3), (x + 2)22+ (y + 1)2= 17 


Determine os valores de k para os quais o ponto P(-3; k) pertence à circunferência de 
centro C(0; 3) e raio igual a 5. 


Determine a equação da circunferência de centro C(-1;4) e que passa pelo ponto A(2; -7). 


Dê a equação da circunferência que tem como diâmetro o segmento de extremos A(-4;5) 
e B(6; 9). 


Dê a equação da circunferência circunscrita ao triângulo de vértices A(-2; 3), B(1; 6) e 


C(6; 1). e 


Determine a equação da circunferência inscrita no triângulo de vértices A(1; 9), B(13; 18) 
e C(25; 2). 


Determine a equação da circunferência de raio r e que passa pelos pontos À e B nos 
seguintes casos: 

a) r=V13, A(1;4), B(2; -1) 

b)r=V29, A(4;2), B(6; -2) 


Consideremos o ponto A(3; 3) e a reta s de equação x + 4y - 8 = O. Determine as equa- 
ções das circunferências que passam por A e têm centro na reta s, sabendo que seus raios 
são iguais a V 10. 


Uma circunferência passa pelos pontos A(3; 1) e B(4; 0) e tem seu centro sobre o eixo 
das ordenadas. Calcule o raio dessa circunferência. 


Seja y uma circunferência de equação (x - 2)2+ (y - 3)2= 15 e consideremos a reta t de 
equação x - 2y - 1 = 0, Determine a equação da circunferência simétrica de y em relação 
at. 


Consideremos um triângulo retângulo cujos vértices são A(1;-1), B(3;3) e C(5; 2). Dê a 
equação da circunferência circunscrita ao triângulo. 


Os pontos (-1; 4) e (3; 2) são vértices consecutivos de um quadrado. Determine a equa- 
ção da circunferência circunscrita ao quadrado. 


Desenhe no plano cartesiano as figuras representadas pelas equações: 
a) x=-V16 -y? b) (Ixl - 192 + (ly| - 192 =2 


10.2 — RECONHECIMENTO DA EQUAÇÃO DA 
CIRCUNFERÊNCIA 


o! 


* Vimos que uma circunferência de centro C(a; b) e raio r pode ser representada 


pela equação 10.1: 


(K-a+(y-bP=r 


Desenvolvendo os quadrados, obtemos: 


x +y?-2x-2)by +a?+b2-12=0 (10.2) 


A equação 10.2 tem a seguinte forma: 


isto é: 


| É óbvio portanto que toda circunferência pode ser representada por uma 
equação do tipo da 10.3, valendo as relações 10.4. Porém, nem toda equação do 
tipo da 10.3 representa uma circunferência. Observando as relações 10.4 perce- 
bemos que: 


| Devemos acrescentar que, em relação à equação 10.3: 
1º) Se a? + b? - Y = 0, nas relações 10.4 teremos r = 0, isto é, uma “circunfe- 
rência” de centro C(a; b) e raio nulo. Isto significa que a equação dada 
representa apenas o ponto C(a; b). 
29) Se a? +b? - y< 0, a equação dada não é satisfeita por nenhum ponto do 
plano. Alguns autores dizem, neste caso, que a equação dada representa 
uma circunferência imaginária. 
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Exercícios Resolvidos 


10.34) Para cada equação dada a seguir, verifique se representa uma circunferência. Em caso 
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afirmativo, dê o centro e o raio. 


a) x2+y2-6x+4y-3=0 f) 3x2+ 3y2- 6x -12y+21=0 
b)x2+y2-2x-4y+7=0 2) x2+y2-8y+12=0 

o) x2+y2-4x-6y+13=0 h) x2+y2+6xy+8x-9y+1=0 
d) x2+y2+3x-8y+15=0 i) 4x2+3y2-6x+2y-1=0 

e) 2x2+ 2y2 - 12x + 8y -6=0 


Solução 
a) x2+y2-6x+4y-3=0 
Trata-se de uma equação do tipo da 10,3 onde: 


=-6, B=4 e y=-3 
Portanto, temos: 


to 


=Val+b2-y =V(3)2+(-2)2-(-3) =4 
Concluímos, então, que se trata de uma circunferência de centro C(3; -2) e raio 
r=4. 
b)x2+y2-2x-4y+7=0 
É uma equação do tipo da 10.3, com: 
a = -2, B = -4 e Y=7 


Li 
Assim: - 
b= aca 2 
Neste caso, temos: 
a2+b2-y=(1)2+(22-()=-2<0 
Portanto, a equação fornecida não representa nenhum ponto do plano. Trata-se 
de uma circunferência imaginária. 


c) x2+y2-4x-6y+13=0 


É uma equação do tipo da 10.3 onde: 
a=-4, B=-6 e y=13 
2 


Repare que: a2+b2-y=(2)2+(3)22-13=0 
Portanto a equação dada representa apenas o ponto C(2; 3). 


d) x2+y2+3x-8By+15=0 


Esta equação é do tipo da 10.3 com: 
q=3, B=-8 y=15 


Ra 
"a 


Assim: 


+= (SPAS «12 >0 


Concluímos que se trata de uma circunferência de centro C(- EE 4) e raio r dado 
por: 


Era DE à MP bem Sig 


e) 2x2+ 2y2- 12x + 8y -6=0 


Esta equação não é do tipo da equação 10.3, Porém, dividindo todos os seus 
termos por 2 obtemos a equação 


x2+y2-6x+t4y-3=0 (1) 
que é equivalente à equação dada e é do tipo da equação 10.3, com: 
a=-6, B=4 e Yy=-3 


Es, bD=<z 
Assim: a2+b2-Y =(3)22+ (-2)2-(-3)=16>0 


r=Val+bl-y =V16 =4 


Temos então uma circunferência de centro C(3;-2) e raio r = 4 


f) 3x2 + 3y2 - 6x -12y+21=0 
Dividindo todos os termos por 3: 
x+y2-2x-4y+7=0 
a=-2, B=-4, y=7 


az=1,b=2 
a2+b2-y=(1)2+(22-7=-2<0 


Portanto, a equação não representa circunferência. 


10.35) 


10.36) 
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g) x2+y2-8y+12=0 
Esta equação é do tipo da 10.3 com: 
2=0, B=-8 y=12 


a=0,b=4 
a2+b2 - y=(0)2+(4)2-12=4>0 


Assim: r=VaZ2+b2-y mA: A 


É uma circunferência de centro C(0; 4) e raio r = 2. 


h) x2+y2+ 6xy + 8x-9y+1=0 


Esta equação apresenta um termo em xy, o que não ocorre na equação 10.3. 
Portanto, não é equação de circunferência. Nos capítulos seguintes aprenderemos a de- 
cidir que tipo de figura esta equação representa. 


i) 4x2+3y2-6x+2y-1=0 


Na equação 10.3, os coeficientes de x2 e y2 são ambos iguais a 1. Na equação dada 
neste exercício, os coeficientes de x2 e y2 são diferentes. Portanto, jamais conseguiremos 
transformar essa equação numa equivalente a ela, com os coeficientes de x? e y2 iguais a 
1. Assim, concluímos que essa equação não é de circunferência. Nos capítulos seguintes 
aprenderemos a decidir o que ela representa, 


Para que valores reais de m a equação x2 + y2- 2x + 6y + m = 0 representa uma circun- 
ferência? 


Solução 
A equação dada é do tipo da 10.3 com: «= -2,B=6eY=m. Assim: 
a=-S=1 e bos 
E portanto, para que a equação represente uma circunferência, devemos ter: 
a2+b2-7>0 
ou: (1)2+(-3)2-m >0 


* 


Resolvendo esta inequação obtemos: m < 10 


Sejam A, B, C, D, E e F números reais e consideremos a equação 
Ax2 + By2+ Cxy + Dx + Ey+F =0 
a) Dê as condições para que essa equação represente uma circunferência. 
b) Supondo que as condições do item anterior estejam verificadas, determine o centro e 
o raio da circunferência. 


Solução 


a) Em primeiro lugar, devemos lembrar-nos de que os coeficientes de x2 e y2 devem ser 
iguais e que não pode haver termo em xy. Assim, impomos: 


A=BÊO e C=0 


—" 


Com isso, a equação transforma-se em: 
Ax2 + Ay2+ Dx + Ey+F =0 
Dividindo todos os termos por A obtemos: 
D E F 


REP RE  SBa fer ie 4 
xº+ y dr cid o Ad 0 
que é uma equação do tipo da 10.3, com: 
D E E 
e POR AA 
a D 
e di ad 
ssim: 
a A À 
RA 


Finalmente impomos: 


a2+b2 -y>0 à 
isto é: da + na )2 > 0 
ou: O >0 
ou ainda: D2 + E2- 4AF >0 
Em resumo: 


Para que a equação Ax2 + By2 + Cxy + Dx + Ey + F = O represente uma circun- 


ferência, devemos ter: 
A=BFO 
C=0 
D2 + E2-4AF >O0 


b) Do que foi visto acima concluímos que o centro é o ponto 
Db : E 
3a º TA) 


e o raio r é: 


F 2+ E2- 4AF 


E 2IA 


V D2 + E2 - 4AF 
ER, CR 


10.37) Determine os números reais E, F, G e H, de modo que a equação 
2x2+ Ey2+ Fx+ Gy + H=0 


represente uma circunferência de centro (2; -1) 
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10.38) 
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Solução 


Devemos, em primeiro lugar, impor: E = 2. Em seguida, dividimos todos os termos 
por 2, obtendo: 


F G H 
da vã ss q Ly aa 
Td ad e É 0 


que é uma equação do tipo da 10.3 com: 


F G H 
Up, Days E 
mise Di a 
a= > 4 
go Tica E cadê 
“Cd 


Como o centro é o ponto (2; -1), temos: 


F G 
cr pad e ado di 


isto é: F=-8 e G=4 
Finalmente, para que a circunferência exista, impomos: 
a2+b2-7>0 
isto é: 22 + (-1)2 > 0 
donde: H< 10 


Em resumo, devemos ter: 
E=2, F=-8, G=4 e H<10 


Dê a equação da circunferência que passa pelos pontos A(O; 2), B(7; -5) e C(6; -6). 
Solução 

Este problema é idêntico ao 10,9. Daremos agora uma outra solução. 

A equação da circunferência procurada pode ser escrita: 


* 


x2+y2+kx+tmy +n=0 (1) 


Como A, B e € pertencem à circunferência, suas coordenadas podem ser substi- 
tuídas em (1): 


A(0;2) —— 02+22+K0)+m(2) +n =0 
B(7;-5) — + (-5)2+K7) + m(-5) +n=0 
C(6;-6) ———» 62 + (-6)2+ k(6) + m(-6) + n = 0 
Simplificando as equações acima, ficamos com o sistema: 
ameno 40 
%k-Sm+n+74=0 
6k -6m +n+72=0 


vm 


10.39) 


que, resolvido, nos dá: 
k = -6, mm e n=-12 
Portanto, a equação da circunferência é: 
x +y2-6x+4y-12=0 


Consideremos a circunferência de equação 
x2+y2-10x-4y+4=0 
Calcule a distância entre a circunferência e cada um dos pontos a seguir: 
a) ACD) db) BG; 2) o DIS; 5) 
Solução 
a) Em primeiro lugar, determinamos o centro C e o raio r da circunferência, obtendo: 
C(S; 2) ev r=sS 
Em seguida, calculamos a distância entre os pontos A e €: 


15 
Baco 


Percebemos que ÔAç > r. Portan- 
to, o ponto A é exterior à circunferência. 
Se indicarmos por d a distância de A à 
circunferência, teremos: 


15 5 
d=0Ac-t=5 -5=5 


b) Neste caso obtemos: 
ôBc =2 < r 


Daí, concluímos que o ponto B 
é interior à circunferência. Portanto, a 
distância d de B à circunferência é: 


d=r-05c=5-2=3 


c) Agora obtemos: 
ôpc =S=t 


Portanto, o ponto D está sobre a 
circunferência e a distância de D à cir- 
cunferência é nula. 
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Exercícios Propostos 


10.40) Para cada equação dada abaixo, verifique se representa circunferência e, em caso afirma- 
tivo, dê o raio e as coordenadas do centro. 


a) x22+y2+2x-6y-6=0 f) 9x2 + 9y2 - 12x - 18y+4=0 
b) x2+y2+ 14x +40 =0 g) 2x2+3y2-x-y-6=0 

c) x2+y2-6y+8=0 h)x2+y2+4xy+2x-8y+1=0 
d) x2+y2-2x-2y+3=0 i) x2-8x+12y-3=0 

e) x2+y2-2x+4y+5=0 


10.41) Para que valores de k, a equação 
x2+y2+4x-k=0 


representa uma circunferência? 


10.42) Sendo k, m, n e s números reais, dê as condições para que a equação 
Wê-Syttnx-4y+5=0 
represente uma circunferência. 


10.43) Sendo k, m, n, s e t números reais, determine as condições para que a equação 


k m 
- REAL SS, RE 
4x 5 += 


represente uma circunferência cujo centro é o ponto (-2; 3). 


x-Fytsy+t=0 


10.44) Sendo k e m números reais, dê as condições para que a equação 
x2+y2-4x+ky+m=0 


represente uma circunferência que passa pelo ponto (3; 5). 


10.45) Determine os números reais k, m e t de modo que a equação 
x2+y2+kx+my +t=0 


” 


represente uma circunferência de centro (3; -4) e raio r = 6. 
10.46) Desenhe no plano cartesiano as figuras correspondentes às equações: 
a) y=V4x+2y-x2+5 bx-4=V6y -y2-5 


10.47) Determine a equação de uma reta que passa pelo centro da circunferência de equação 
2x2+ 2y92-3x+5y-1=0 


e é perpendicular à reta cujas equações paramétricas são: 
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10.48) Calcule a distância do ponto A à circunferência de equação x2+ y2 - 2x + 2y - 16 = Oem 
cada um dos casos a seguir: 


a) A(S; 2) b) A(4; 2) e) A(-1; -3) d) A(l; -1) 


10.3 —- EQUAÇÕES PARAMÉTRICAS DA CIRCUNFERÊNCIA 


Consideremos a circunferência da 
figura 10.2, cujo centro é C(a; b) e cujo 
raio é r. Seja P(x; y) um ponto qualquer 
da circunferência. Temos: 


x —- a 


cos 8 = 


As equações 10.5 são um par de 
equações paramétricas da circunferência, 
onde o parâmetro é o número real O 
(8 pode ser um número real qualquer). 

As equações 10.5 foram obtidas usando uma figura particular (figura 10.2); 
no entanto, elas valem em qualquer outro caso, desde que se use a convenção da 
trigonometria: 


8 > O: sentido anti-horário 
8 < O: sentido horário 


Como exemplo observe as figuras a seguir: 


Observação: As equações 10.5 constituem o par de equações paramétricas mais 
usado para representar a circunferência; mas não é o único par possí- 
vel. Nos exercícios ilustraremos este fato. 
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Exercícios Resolvidos 


10.49) Obtenha um par de equações paramétricas que sópeidoidio 'á circunferência de equação: 
x2 + y2-4x+6y-3=0 
Solução 
O centro dessa circunferência é C(2; -3) e o raio é r = 4, isto é: 
a=2, b= 90'264 
Assim: 
x=a+rcos0=2+4cosô 
x =b+rsen0=-3+4senô 


Portanto, as equações paramétricas são: 


=2+4 [5] 
x cos GER 
=-3+4senô 


10.50) As equações paramétricas de uma circunferência são 


x=3+5cos0 
0€E R 
y=2+5Ssenô 
Obtenha, para essa circunferência, uma equação independente do parâmetro 0. 
Solução 
19 modo 


Da teoria vista, concluímos imediatamente que: 
a=3,/D=:2,.6 7x5 
Portanto, a circunferência pode ser representada por: 
(x-3)2+(y-2)2=52 
ou, desenvolvendo os quadrados: 
x2+y2-6x-4y -12=0 


2º modo 
x=3+5Scos6 x-3=5Scos6 
be 2+ Ssenô Nx ( 
Elevando ao quadrado temos: 
x2- 6x +9 = 25cos20 
e - 4y + 4 = 25 sen20 
Somando membro a membro: j 
x2+y2-6x-4y +13 =25(cos20 + sen?0) 


y-2=5Ssenô 


nd que cos20 + sen20 = 1, ficamos com: 


x2+y2-6x-4y+13=25 
x2+y2-6x-4y-12=0 


Desenhe a figura representada pelas equações paramétricas 
q x=4+2cos0 
y=3+2senô 


onde O é um número real tal que T << 


Solução 


Se não houvesse a restrição sobre 
0, as equações representariam uma cir- 
cunferéncia de centro C(4; 3) e raio r = 2 
(figura a). Porém, com a limitação dada, 
as equações devem representar um arco 
de circunferência, cujos extremos vamos 


Fig. a 


1044200 E. 442443) 0447 


m 
para 0 = 


r 1 
Ve 3 + Zemiç= 3+ 265) 4 


E: x=4+200 2 -4+2(-1)= 
ud para 6-2 a 
pos led ea 
D 

Assim, Os extremos do arco são os 
“pontos: 


A(4+N3;4) e B3:3+43) . 


A resposta é a figura b com 


e 


10.52) Mostre que as equações paramétricas 


e. 2 
A+ 
aA-t 
x = 1+t2 
onde t é um número real qualquer, representam uma circunferência. 
Solução 
Elevando ao quadrado obtemos: 
PR. 
“qa + 


a. )I-+4 
Rd E SST SS 
(1 + 272 


Somando membro a membro: 


4t2 1-M+t d+2M2+1 (12+172 
2 RR do SEER po to o UI A EIA A ou SPP a 
sia “(+ ny * are o a+r+er Carr E 


A equação x2 + y2 = 1 representa uma circunferência de centro na origem e raio 
ED 
Exercícios Propostos 


10.53) Dê um par de equações paramétricas para cada circunferência a seguir: 


a) 2x2 + 2y2 - 16x + 20y - 16 = 0 
b) x2+y2=6 


10.54) Temos a seguir circunferências dadas por suas equações paramétricas. Em cada caso de- 
termine uma equação da circunferência, independente do parâmetro. 


a) x=-2+Scost 
tE R 
y= 4+5Ssent 
1 
b) x=7+3cost 
Ê tE R 


y=-S5+3cost 
à já 9 cos O 
y= 9 sen O 0€E R 
10.55) Desenhe no plano cartesiano a figura representada pelas equações paramétricas: 


U 


2+3cosô 


us ks 
com><0<— 
1 + 3senô 2 4 


0.56) Uma circunferência tem equações paramétricas 


at 
Ra Es. 
2-2? 
da ET 


Dê uma equação da circunferência independente do parâmetro t. 


10.57) Represente através de equações paramé- 
tricas o arco de circunferência assinalado 
ao lado. 


10.4 — INEQUAÇÕES 


| Consideremos uma circunferência 
| de centro C(a; b) e raio r. Conforme já 
vimos, se P(x; y) é um ponto qualquer da 
| circunferência temos: 
ôpc = 
ou: (x-aP+(y-b)=r 
ou ainda: x +y'+taxtBy+y=0 
onde: a=-2a,p=-2bey=a+b?-r 
Consideremos agora um ponto 


A(x; y) qualquer, no interior da circun- 
ferência. Devemos ter: 


BAC Sn 
ou: (x-aP+r(y-b?)<r 


Se b(x; y) for um ponto qualquer 
no exterior da circunferência, devemos 
ter: 


ôBc 21 
ou: (x-aP+(y-b?>r 


Exercícios Resolvidos 


10.58) Consideremos a circunferência de equação 
x2+y2-2x+6y-6=0 


Verifique se o ponto P(7;5) está sobre a circunferência, no seu interior ou no seu exterior. 


Solução 
19 modo 
Podemos determinar o centro C e o raio r, obtendo: 
C(1;-3) e r=4 


Em seguida calculamos a distância eP 
do ponto P ao centro da circunferência: 


ôpc = 10 
Vemos então que: ôpç >r 
Portanto, o ponto P está no ex- 
terior da circunferência 
2º modo 
Já que a equação da circunferência é 
x2+y2-2x+6y-6=0 
vamos considerar a expressão: 
F=x2+y2-2x+6y-6 
Vamos substituir as coordenadas do ponto P(7; 5) na expressão F: 
F=(02+(5)2-U7)+65)-6=84 
isto é: FO 


Portanto, o ponto P é exterior à circunferência. 


nT 


que a posição do ponto P(3; -2) em relação à circunferência de equação | 
2+y2+4x+5y-17=0 


Seja F=x2+y2+4x+5Sy- 17; 
amos substituir as coordenadas de P(3; -2) na expressão F: 
Í F= (AIH + SD -17=02 

F <<0, concluímos que o ponto P é interior à 


enc! 


+y2-6x-4y+12<0 

) x2+y2-6x-4y+12<0 

o) x2+y2-6x-4y+12>0 

d)x2+y2-6x-4y+1220 

Sol 

“a) Como é fácil concluir, a equação 

x2+y2-6x-4y+12=0 
representa uma circunferência de centro C(3; 2) e raio r = 1 (figura a). 


Portanto, a sentença x? + y2 6x — 4y + 12 <0 representa o interior dessa circun- 
ferência (figura b), isto é, um círculo de centro C(3; 2) e raio r = 1, excluindo a circun- 
- ferência de centro C(3;2) e raio r = 1. 


b) x2+y2-6x-4y + 12<0 

ben Neste caso servem os pontos do 
—  imterior da circunferência e a própria cir- 

— cunferência (figura c). 


c) x2+y2-6x-4y+12>0 
Agora, os pontos que servem são 


todos os pontos do plano que estão no 
exterior da circunferência (fig. d) 


d) x2+y2-6x-4y+1220 


Os pontos que servem são aqueles 
que estão no exterior da circunferência e 
a própria circunferência (fig. e) 


Exercícios Propostos 


10.61) 


10.62) 


10.63) 


10.64) 


10.65) 


10.66) 


Verifique se os pontos dados abaixo estão no interior, no exterior ou sobre a circunfe- 
rência de equação 

x +y2+4x+2y-15=0 
a) (1; -3) b) (-4;3) o) (-2; -1) d) (2; 2) 


Verifique se o ponto (- ; 3) está no interior, exterior ou sobre a circunferência de equa- 


ção 
2x2+ 272 -3x+2y-25=0 


Determine os valores de k para os quais o ponto (25 ) está no exterior da circunferência 


de equação 
3x2 + 3y2+4x-2y +k=0 


* 


Determine os valores de k de modo que o ponto P(2; 4) esteja no interior da circunfe- 
rência de equação 
x22+y2- 6x-2y+k+1=0 


Represente no plano cartesiano os pontos P(x; y) que satisfazem cada condição abaixo: 
a) x2+y2-2x-3>0 co) x2+y2-2x-3<0 

b) x2+y2-2x-320 d) x2+y2-2x-3<0 
Represente no plano cartesiano os pontos (x; y) tais que 


4x2 +4y2-12x-8y-7<0 


Posições relativas 
de retas e circunferências 


11.1 — INTRODUÇÃO 
O objetivo deste capítulo é fazer o estudo dos principais problemas 
vendo retas e circunferências e dos principais problemas envolvendo duas ou 
| circunferências. 

— RETA E CIRCUNFERÊNCIA 


«pr Consideremos uma circunferência de centro C(a; b) e raio r, e uma reta s. 
* Sendo des à distância entre C e s, devemos destacar três possibilidades: 


Neste caso a reta e a circunferência 
- não têm ponto em comum; dizemos que a 
reta e a circunferência são exteriores, 


Agora dizemos que a reta e a q. 
circunferência são tangentes: elas têm em 
comum apenas um ponto (é o ponto T da 
) figura 11.2). 
] É importante destacar que, sendo T 
o ponto de tangência, a reta s e o 


segmento TC são perpendiculares. Fig. 11.2 


Neste caso a reta e a circunferência $ 
têm dois pontos em comum. Dizemos que 
elas são secantes. 


Fig. 11.3 


Exercícios Resolvidos 


11.1) Seja a circunferência de equação 
x2+y2-4x-2y-8=0 
Determine a interseção dessa circunferência com cada uma das retas a seguir: 
a) x - 5y + 16 = 0 


b)3Ix + 2y - 21 =0 
o) x -2y + 10 =0 


Solução 


a) Para determinarmos a interseção entre a circunferência e a reta, resolvemos o 
sistema formado por suas equações 


x2+y2-4x-2y-8=0 (1 
x-5Sy+16=0 (11) 


A 


Na equação (II) vamos isolar uma das variáveis; por exemplo, isolemos x: 
x-5Sy+16=0+<>x=5y-16 (LH) 
Substituindo em (I), obtemos: 
(5y - 16)22+y2-4(Sy - 16) -2y - 8 
que, simplificada, fica: 
y2-7y+12=0 
As raízes desta equação são y'= 3 ey!'=4. 
Substituindo em (III): 
para y = 3 temos: x=5(3)-16=-1 
para y = 4 temos: x =5(4)- 16 =4 


" 
o 


Portanto, os pontos de interseção 
são A (-1; 3) e B(4; 4). Sendo dois os 
pontos de interseção, a circunferência 
e a reta são secantes. 


 fx2+y2-4x-2y-8=0 (1) 
Àx+2%-21=0 al) 


Isolemos a variável y na equação (II): 


21 - 3x 


3x +2y-2=06>y= 3 


(LI) 


Substituindo em (1): 


21 -3x, 21 
2 


x2+( gu AH 8.0 


Simplificando: 

x2-10x+25=0 

Esta equação tem duas raízes reais e iguais: 

RD dd 

Substituindo em (II): 

21 - 365) =3 A 
2 

Assim a reta e a circunferência 

se interceptam em um único ponto: 


A (5; 3). Portanto, a circunferência e 
a reta são tangentes. 

9 x2+y2-4x-2y-8=0 (1) 
x-2y+10=0 (1) 
Isolando x na equação (II): x = 2y - 10. 

Substituindo em (1): 

(2y - 10)22+y2-4(2y - 10) -8=0 
Simplificando obtemos: 5y2 - 48y + 132 = 0 
Porém, calculando o discriminante 

desta equação, obtemos À = - 336, isto é, 

À <0. Isto significa que a equação não 

possui raízes reais e portanto a reta e 

a circunferência não se interceptam. 

Podemos dizer que elas são exteriores. 


Verifique se a circunferência x? + y2- 10x -4y + 13=0O careta 8x - 6y - 3=0são 
exteriores, tangentes ou secantes. 


Solução 
19 modo 
Vamos analisar o sistema formado pelas duas equações: 


x2+y2-10x-4y+13=0 (1 
8x -6y-3=0 (1) 


11.3) 


Isolando x na equação (II), obtemos: 


id a 3 
Substituindo em (1): 
(EE 10 (ELE2y ay + 1% «0 


Simplificando, ficamos com: 
100y2 - 700y + 601 = O (LT) 


Não iremos resolver a equação (III); vamos apenas calcular o seu discriminante 
(A) para sabermos quantas soluções ela tem: 
Á = (= 700)2 - 4 (100) (601) = 249600 > 0 
Como À > 0, concluímos que a 
equação (III) tem duas raízes reais e 
distintas, isto é, temos dois valores reais 
e distintos para y. Isto significa que a 
reta e a circunferência têm dois pontos 
distintos em comum e portanto são 
secantes. 


2º modo 
Em primeiro lugar determinamos o centro C e o raio r da circunferência: 
CBH) er=4 


Em seguida calculamos a distância do centro C (5; 2) à reta s dada, de equação 
8x - 6y -3=0: 


die |8(5) - 6(2) - 3] .25 
CG" vsrto 10 
Percebemos que 
des «SE 


e portanto a reta e a circunferência são secantes. 


ab 
2 


Verifique a posição relativa da circunferência x? + y2 - 4x - 2y - 8 =0e da reta 
3x -2y+9=0. 


Solução 
19 modo 
x2+y2-4x-2y-8=0 (1) 
3x -2y+9=0 (1) 
Isolemos y na equação (ID: y = ASA 


w+1=0 (LI) 


| discriminante da equação (III) é: 
Concluímos que a equação (III) 
duas raízes reais e iguais. Em outras 

vras, temos apenas um valor para x e, 

jo, a circunferência e a reta têm em 

num apenas um ponto. Isto quer dizer 

“que a reta c a circunferência são tan- 


Determinamos o centro C e o raio r da circunferência: 
“CG Der=V13 
Em seguida calculamos a distância do centro C(2; 1) à reta s dada, cuja equação é 
3x-2y+9=0: 
EG 2(+9] 225 is 
= === V13 
des V32+(-2) 13 
Vemos que: 
des =" 


Portanto, a reta e a circunferência são tangentes. 


11.4) Verifique a posição relativa da circunferência x2 + y2 + 6x + 4y-3=0e da reta 
— 3)kX+4y-8B=0. 


Solução 

1º modo 
x2+y2+6x+4y-3=0 (D 
3x+4y-8=0 (11) 


Isolando x na equação (ID): x = Bm dr 
e: 


ai Substituindo em (ND): 


Eyre to +4y-3-0 
Simplificando: 
25y2 - 100y + 181 = 0 (HI) 


O discriminante da equação (III) é: 
A = (- 100)? - 4 (25) (181) = - 8100 <0 


Como À <0, a equação III não 
admite raízes reais e, portanto, não há 
interseção entre a reta e a circunferência: 
elas são exteriores. 


2º modo 
Obtemos o centro C e o raio r da circunferência: 
C(-3;-BDer=4 
Calculamos a distância entre o centro Cea reta s dada, de equação 3x + 4y - 8 = O: 
doç* BC-)+4CM-B| 25 5 
V32+42 5 
Como dc, > r, concluímos que a reta e a circunferência são exteriores. 
11.5) Calcule a distância entre a circunferência de equação x2+y2+6x+4y-3=Qearetas 
de equação 3x + 4y - 8 = 0. 
Solução: 
Determinamos o centro Ce o raio r da circunferência: 
C(-3;-D)er=4 
Em seguida calculamos a distância entre Ce s: 
BC-D+4CD-B 
des = ( A Ls Ê a 
Como des >, concluímos que a 


reta e a circunferência são exteriores. 
Assim, a distância d entre elas é: 


d=ôc,-r=5-4=1 


Observação: Conforme já chamamos a atenção no capítulo 8, se houvesse ponto em 
comum entre a reta e a circunferência, a distância d entre elas seria nula. 
11.6) Consideremos a circunferência de equação 
x2+y2-6x-6y+13=0 
ea reta s de equação 
Ze =y+k=0 


Determine os valores de k para os quais a reta e a circunferência são secantes. 


Solução 
1º modo 
Vamos analisar o sistema formado pelas duas equações: 
ERÊ uia 00) 
2x-y +k=0 (1) 


Ísolemos y na equação Il: y =2x+k 
Substituindo em I: 


x2+ (2x +k)2 - 6x - 6(2x+k) + 13=0 
Simplificando: 
5x2 + (4k - 18)x + (kK2 - 6k + 13) = 0 (III) 


Queremos que a reta e a circunferência sejam secantes e, assim, a equação III 
deve ter duas raízes reais e distintas. Para que isto ocorra, o discriminante da equação III 
deve ser positivo (A >0). Temos, então: 


A =(4k - 18)22-4(5)(k2- 6k + 13) = -4k2 - 24k + 64 
Portanto: 
ADO <+-4k2-24k+64>D0 <>k2+6k - 16 <0 
Resolvendo a última inequação obtemos 

-8<k<2 


“ 


2º modo 
Determinamos o centro C e o raio r da circunferência: 


C(3;)er=VsS 


Calculamos em seguida a distância entre o centro C e a reta s dada, de equação 
2x -y + k=0: 


Dei 2(39)-3+k) lk+3] 
* vVB+rcnh vs 
Para que a reta e a circunferência sejam secantes, devemos ter 
des no r 
et k + 3 x? 
isto é: lk + 3] <vs 
vs 
ou: k+3]<s5 


Mas: lk+3] <Ses-5S<k+I<Sm-8<k<2 
Portanto: -8<k<2 


11.7) Determine os valores de k para os quais a reta s de equação 2x - y + k = O é tangente à 
circunferência de equação x2+ y2 - 6x - 6y + 13 = 0, 


11.8) 


Solução 
19 modo 
x2+y2-6x-6y+13=0 (1 
2x-y +k=0 (11) 
Isolando y na equação II e substituindo na equação I (como fizemos no pro- 
blema anterior), obtemos: 
5x2 + (4k - 18)x + (k2 - 6k + 13) = 0 (LI) 


Para que a reta e a circunferência sejam tangentes, a equação III deve ter duas 
raízes reais e iguais, isto é, deve apresentar um único valor para x. Para que isto ocorra, 
devemos impor que o discriminante da equação III seja nulo (À = 0). Calculando 4, 
obtemos: 


A=-4k2 -24k + 64 
Assim: A=0+<>-4k2-24k+64=0 
Resolvendo esta equação obtemos k = - 8 ou k = 2. 
29 modo 


Determinamos o centro C e o raio r da circunferência: C(3; 9) er=VS5. 
Calculamos em seguida a distância entre o centro Ce a reta s dada, de equação 
2x -y +k=0: 


Bs Ik + 3] 
vs 
Para que a reta e a circunferência sejam tangentes devemos ter: 
des =T 


.. lk + 3] a/ 
isto e: Es =V 5 


5 
Resolvendo esta equação obtemos k = -8 ou k = 2. 


Consideremos a reta s de equação x - 2y + 2 = 0 e a circunferência de equação 
x2+ y2- 8x + 2y + 12 = 0. Determine as equações das retas que são paralelas a s e 
tangentes à circunferência daâa. 


Solução 


Seja t uma das retas procuradas. s 
Como t é paralela a s, sua equação pode 
ser escrita na forma: 


x-2y+k=0 t 


Daí por diante, temos um problema idêntico ao anterior: trata-se de impor que a 
eta x - 2y + k = O seja tangente à circunferência x2 + y2 - 8x + 2y + 12 = 0. Podemos 
resolver este problema de qualquer um dos dois modos indicados, obtendo k = - 1 ou 
é = 11. Portanto as retas procuradas têm equações: 


x-2y-1=0 e x-2y-11=0 


ereção: Conforme vimos nos exercícios anteriores, os problemas envolvendo uma 
reta tangente a uma circunferência podem ser resolvidos de dois modos: 
ou discutindo o sistema de equações ou usando a distância do centro da 
circunferência à reta. Porém, daqui por diante daremos preferência ao 
método da distância que, em geral, é mais rápido. 


A reta s de equação x - Sy + 16 = O intercepta a circunferência de equação 
x2+y2-4x-2y -8=0nos pontos A e B. Calcule o comprimento da corda AB. 


“Solução B 
19 modo A 


Podemos resolver o sistema for- 
* mado pelas equações s 
x2+y2-4x-2y-8=0 
(: -5y+16=0 
obtendo as interseções A (- 1;3) e 
B(4; 4). 


Em seguida calculamos a distância 
entre A e B obtendo 


das = V26 


2º modo 


Sendo M o ponto médio de AB, 
façamos ômp = d. 

Determinamos o centro Ce o 
raio r da circunferência: 


CQDer=V13 


Calculamos em seguida a distância do centro C à reta s dada obtendo: 


bas e MA 
Ê 2 
Aplicando o teorema de Pitágoras ao triângulo MBC temos: 


d? + (8c)? =r2 


ou: a? + (VE P=(V13) 
donde: de= va 


Portanto: dap=2d=V26 
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fd e 8.íÃãíãõe 
à 


11.10) Represente os pontos que satisfazem as condições: 


x2+y2-4x-2y-8<0 x+y2-4x-2y-8<0 + 
a) e b) [ e 
x-Sy+1620 x-5y+16=0 
Solução 


a) A equação x? + y2 - 4x - 2y - 8 = O representa uma circunferência de centro 


C(2;1)eraior=W13.A equação x - Sy + 16 = O representa uma reta cujas 
interseções com a circunferência são os pontos A (- 1; 3) e B (4;4). Assim, a solução 


da sentença aberta “2 
x2+y2-4x-2y-8<0 | 

é a região assinalada na figura a e a solução da sentença aberta 
x-5Sy+1620 | 

é a região assinalada na figura b. 


Fig. a 


Portanto, a resposta ao proble- 
ma é a interseção das regiões das 
figuras a e b, isto é, a região assina- 
lada na figura c. 


b) Neste caso, a resposta é apenas o 
segmento AB. 


a circunferência de equação 


x2+y2+6x-2y+9=0 
o ponto A (4; - 3). Determine a equação da reta que passa por A e é tangente à 


Substituindo as coordenadas do ponto A (4; - 3) na expressão 
F=x2+y2+6x-2y+9 

obtemos: F=42+(-3)2+6(4)-2(-3)+9=64>0 
Constatamos então que o ponto A 

é exterior à circunferência e portanto A 


o problema deve admitir duas soluções, 
isto é, há duas retas que passam por A e 


a 


são tangentes à circunferência. Seja s 

uma dessas retas e vamos supor que ela o 
não é vertical; assim ela deve ter um > 
coeficiente angular m e sua equação 

pode ser escrita: 


yY-ys=m(x-xa) 
ou: y-(-3)=m(x-4) 
ou ainda: mx-y-4m-3=0 (1) 
Em seguida determinamos o centro e o raio da circunferência, que são 
Ce Der=1 
Vamos agora impor que a distância de C a s seja igual ao raio; 


PAS 


des =" 
So é: Im(-3)-(1)-4m -3| 
Wim? + (-1)2 
Resolvendo esta equação, obtemos m = “E oum= + Substituindo em (1), 


obtemos as retas procuradas: 
(s1): 5x + 12y + 16=0 e (s9):3x + 4y =0 


E na ES 


11.12) Determine a equação da reta que passa por A (1; 11) e é tangente à circunferência de 
equação x2+ y2- 12x -2y+12=0. 


Solução 


Substituindo as coordenadas de A na expressão F = x2+y2- 12x - 2y + 12 
obtemos F > 0 e daí concluímos que o 
ponto A é exterior à circunferência e 
portanto o problema tem duas soluções. A 
Seja s uma das retas procuradas; supondo 
que ela não seja vertical, deve ter um 
coeficiente angular m e sua equação pode s 
ser escrita: 


Y-YA=m(x-xA) 
isto é: y-1l=m(x- 1) 
ou: mx-y+1l-m=0 (D 


O centro e o raio da circunferência são: 


C(6G;Der=s 
Devemos ter: 
des A 
isto é: Im (6) -1+11-m À 5 
Vmis CD 
Resolvendo esta equação obtemos m = +. 


Repare que no problema anterior obtivemos dois valores para m, enquanto 
neste problema obtivemos apenas um. Isto significa que uma das retas procuradas 
(pois sabemos que o problema deve ter duas soluções) é vertical. 


Substituindo o valor m = - 5 na equação (I), obtemos a equação da reta s: 


(s): 3x+4y-47=0 
A outra reta é vertical e passa por A. 
Temos então a reta t de equação 

x =1 

Em resumo, as respostas ao pro- 
blema são as retas 


(sd: 3xt4y-47=0 
e 
(): x=1 


| Determine a equação da reta que passa por A (5; 3) e é tangente à circunferência de 
equação x2+y2-6x-4y+8=0. 


Solução 


Substituindo as coordenadas de A 
na expressão F=x2+y2-6x-4y+8 
obtemos F = 0. Isto significa que A é A 
- ponto da circunferência e assim o pro- 
blema admite apenas uma solução. Seja 
sa reta procurada. A 
O centro e o raio da circunferên- 
cia são: 
CG;Der=VS 
O coeficiente angular da reta CR é: 
Ec ação) ad 


Portanto, a equação de s pode ser escrita: 
Y-yA = m(X-xa) 

isto é: y-3=-2(x-5) 

ou: 2x +y-13=0 


Determine a equação da reta que passa por A (2; 3) e é tangente à circunferência de 
equação x? + y2- 6x -4y +8=0. 


Solução 

Substituindo as coordenadas de A 
na expressão F=x2+y2-6x-4y+8 
obtemos F < 0. Isto significa que o 
ponto A é interior à circunferência e, 
portanto, o problema não tem solução. 


Determine a equação da circunferência que tem centro C (4; 3) e tangencia a reta s de 
equação 2x + Sy - 10 = 0. 


Solução 
O raio r da circunferência é a 
distância de Cas: 
r= dc, = 20 +SC-10), 13 ' 
R V22+52 29 


11.16) 


11.17) 
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Portanto, a equação da circunferência é: 


(-42+(y-32=(—Ly? 
V29 


ou, desenvolvendo os quadrados e simplificando: 
29x? + 29y2 - 232 x - 174y + 556 = 0 


Consideremos o ponto A (6; 9) e a circunferência de equação x2+y2+2x -6y+5=0. 
Pelo ponto A passam duas retas que são tangentes à circunferência nos pontos D e E. 


Determine os comprimentos dos segmentos AD e E. 


Solução 


Seja d o comprimento dos seg- 


mentos AD e ÃE (é óbvio que eles têm 
o mesmo comprimento). 

Em primeiro lugar determinamos 
o centro e o raio da circunferência: 


C(-1;3) er=VS5 


Em seguida calculamos a distância entre A e €: 
dac = V 85 
Aplicando o teorema de Pitágoras ao triângulo retângulo CDA temos: 
d2 + 12 = (6AÇ)? 
isto é: d2 + (5 )2=(V85 2 
donde: d= 80 =4 NE 


Determine a circunferência que passa pelos pontos A (1; 3) ce B(6; 8) e que é 
tangente à reta s de equação 2x - 3y - 6 = 0. 


Solução 


Seja C(a; b) o centro da circun- 
ferência procurada; vamos calcular as 
distâncias de C aos pontos Ae Be à 
reta 5: 


deu = Va -12+ (6 - 32 
dep = Va -6)+(b-8)? 


6. -|22-3b-6] [22-3b-6] 
Ca + (3 V13 


Devemos ter: 
ôca = des = des 
De ôCA = ôcB vem: 
G-DP+6-3-=6-9'+(1-8) 
que, depois de simplificada fica: 
a=9-b (D 
Façamos agora cp = Ôgs: 


Va-+w-m=ll2-%-6] 
V13 
Substituindo (I) em (IN), obtemos: 
G-b+ (= 8) = ll2- Sb 
2 
ou: (3 - d)2 + (db - 8)? = (2 - Sb 
ou ainda: b2- 166b + 805 = O 
Resolvendo esta equação obtemos b = 5 ou b = 161. 


Vamos substituir er (1): 


para b = $ temos: a=9-5=4 
para b = 161 temos: a =9- 161 =-152 
Portanto o problema admite duas soluções: uma circunferência de centro Cy(4; 5) 


e outra de centro C;(- 152; 161). 
O raio r é dado por: 


r= 8. = |22=3b-6] |12-Sb 
aa V13 
para b = 5 obtemos: =V13 
para b = 161 obtemos: JE 61W13 
Portanto, uma das circunferências 
tem equação 


(xy 2-0 13) 
e a outra circunferência tem equação 
(x+ 152)2+(y - 161)2=(61N13)? 


11.18) Determine a equação da circunferência que passa pelo ponto A (2; 5) e que é tangente 
às retas s e t: 


(s): 2x -y+6=0 
(t): x-2y=0 
Solução 


Seja C (a; b) o centro da circun- 
ferência procurada; vamos calcular as 
distâncias de C ao ponto A e às retas se 
e 


ôca=V(a-2D2+(b-5)? 


12a-b+6] b+6l N2a-b+6] 


“Vac vs. 
dn o —La-26L la-2b! 
Co V/r+ cm 


Devemos ter: dos = Ôgr = ÔCA 
De dos = 8gy temos: 


Za -b+6] la- 2! 
o 038: Vs 


isto é: 
2a-b+6=a-2b ou 2a-b+6=-(a-2b) 
a=-b-6 (D 
donde tiramos: [ ou 
a=b-2 (11) 


Façamos agora ôcy = ÔCA: 


2 =V(a-2+(b-S) q 


Temos agora dois sistemas para resolver: 


ici I 
19 sistema 


Ee, HI 


equação II 
2º sistema e 


equação II 


Resolução do 19 sistema 
F Substituindo (I) em (III), obtemos: 


E-6] Vcb-Bis(b-5) 
a Á D+ (b-5) 


a 
ou: Cdce. Cd-B+db-s? 
ou ainda: b2-6b +409 =0 
Esta equação tem discriminante À tal que: 
A =(-6)? - 4(409) = - 1600 <0 
Portanto, a equação não tem solução real e, como consegiiência, o 1º sistema 
não tem solução real. 


Resolução do 2º sistema 
Substituindo (II) em (III), obtemos: 


ou: Dm ge q-s 

ou ainda:  9b2-.94b + 201 = 0 
Resolvendo esta equação obtemos b = 3 ou b = 
Substituindo em (ID): 
para b = 3 vem: a=3-2=1 


Wand erica E condi . 
para b =" vem: a=g 2. 9 
Portanto o nosso problema tem duas soluções: uma circunferência de centro 


49 .67 


67 
noi 5 


Ci (1; 3) e outra de centro C; (q 9» 
O raio das circunferências pode ser obtido, por exemplo, calculando der 
Be dita (lnb ad 
vs . vs 
a=b-2 


5 ai 
b = 3 obtemos r= =y'S 
para vs 
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para b E obtemos r = 85 


95. 
Portanto, uma das circunferências tem equação 
pe y-92=0/5) 
e a outra tem equação 


re (8 85 2 


49,2 
(x-)7 +60 - 
9 95 


É conveniente observar que a reta u que passa por C; e Cy é uma das bissetrizes 
dos ângulos formados pelas retas s e t. 


11.19) Consideremos as seguintes retas: 


(9): 2x-y+7=0 

(t): x-2y+2=0 

(w): x-5Sy+23=0 

Determine a equação da circunferência que tem centro na reta w e é tangente às 
retas s e t. 


Solução 


Sejam u e v as retas bissetrizes dos ângulos formados por s e t. A circunferência 
tangente às retas s e t deve ter seu centro em uma das duas bissetrizes. Por outro lado 
o centro da circunferência deve estar também na reta w. Concluímos então que o centro 
deve estar na interseção de w com uma das bissetrizes. Dependendo das posições das 
retas, o problema pode admitir até duas soluções: uma circunferência de centro C; e uma 
de centro Ca (figura b). 
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Procuramos então as equações das bissetrizes obtendo: 
(u): x-y+3=0 e (1): xty+5=0 


Procuramos em seguida a interseção C; de w com v e a interseção C3 de w com u 
obtendo: 


C1(-8;3) e C2(2;5) 

Sejam r; e r; Os raios das circunferências de centros C; e Cy respectivamente. Para 
calcularmos esses raios, determinamos a distância de cada centro à reta s ou à reta t. 
Vamos usar a reta s cuja equação é 2x - y + 7 =0: 

«12C9-D+7] (12 
22+(-1)2 5 
2(2)-5+7] 6 
13 = ô = E eme 
2 Cas ; [3a Cl FCI Vs 
Portanto, as circunferências procuradas têm equações: 


q n=ôc 


+24 (y- 3) = (2 
(x + 8) + (y Vs 


-Pegy-s=(-É) 
a , VE 


Exercícios Propostos 


11.20) Determine os pontos onde a reta s e a circunferência À se interceptam, em cada caso a 
seguir: 


a) (s): 3x-y-4=0 
O: x2+y2-12x+2y+12=0 


b) (s): 4x-y+1=0 
(NO: x2+y2+8x-4y+3=0 


c) (9): 2x-5Sy=0 
(NO: x2+y2-14x+6y+33=0 


11.21) Determine os pontos de interseção da reta de equação x - 4y + 3 = O com a circun- 
ferência de centro C(-1; 9) e raio r =V85. 


11.22) Determine os pontos onde a circunferência de centro C(3;7) eraior = 53 corta o 
eixo Ox. 


11.23) Determine os pontos onde a bissetriz dos quadrantes ímpares intercepta a circunferência 
de centro C(9; -8) e raio r = 13. 


- 11.24) Calcule o comprimento da corda determinada na circunferência de equação 
x2+y2+2x-4=o0 pelaretadeequação3x+y-2=0. 


2 


11.25) 


11.26) 


11.27) 


11.28) 


11.29) 


11.30) 


Dê a equação da reta que é paralela à reta 
(s): 3x-4y-11=0 

e que corta a circunferência 
x2+y2-2x+4y-20=0 


segundo uma corda de comprimento 6. 


A circunferência x2 + y2 - 4x - 2y + a = 0 tem no eixo Ox uma corda de comprimento 2. 
Determine o valor de a. 


Verifique a posição de cada reta a seguir, em relação à circunferência de equação 
x2+y2+8x-2y+12=0 

a) x-2y+11=0 co) 4x +3y+9=0 

b) 2x -y+3=0 


Calcule a distância entre a circunferência de equação x2+y2+8x-2y+12=0e cada 
uma das retas a seguir: 


a) x-2y+11=0 co) 4x +3y+9=0 
d) 2x-7+3=0 , á 


Resolva graficamente os seguintes sistemas: 


x+2y-4<0 


é | x-y+2>0 
x2+y2-6x+5<0 


x+2y-2>0 
(x-1D2+(y-2)2-1<0 o ( 
b) x-y+12>0 np RAS gare s 
(x-D2+(y-1)2-220 x-y-220 


Forme um sistema de sentenças abertas para representar cada uma das regiões assinala- 
das nas figuras a seguir: 


11.31) 
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Consideremos a circunferência de equação 2x2 + 2y2 - 8x + 6y + 12 = 0 e o ponto 
A (1; - 3). Pelo ponto A passa uma reta que é tangente à circunferência no ponto B. 
Calcule o comprimento do segmento AB. 


2) Dada a circunferência de equação 

x2+y2-8x+2y-12=0 

| careta de equação 5x - 2y + k = 0, determine os valores de k de modo que a reta e a 
* circunferência: 

a) sejam tangentes c) sejam externas 

b) sejam secantes d) tenham interseção não-vazia 


Consideremos uma reta s de equação x + 2y + 7 = 0 e a circunferência de equação 
x2+y2-8x-12y+47=0 


Determine as equações das retas que são perpendiculares a s e tangentes à circun- 
ferência. 


Determine a equação da reta que passa por A (1; - 2) e é tangente à circunferência de 
equação x2+ y2 - 8x - 4y = 0. 


11.35) Determine a equação da reta que passa por A (3; - 2) e é tangente à circunferência de 
equação x2+ y2+2x- 8y - 35 =0. 

11.36) Determine o raio da circunferência que tem centro C(-2; 1) e tangencia a reta de 
equação 4x - 3y + 2 =0. 


Dê a equação da circunferência que passa pelo ponto A (- 1; 6) e tangencia o eixo das 
ordenadas no ponto B (0; 3). 


11.38) Dê o valor de k para o qual a circunferência de equação x? + y2 - 6x - 6y + c=0 
tangencia os dois eixos coordenados. 


11.39) Uma circunferência tem centro no eixo das ordenadas e tangencia a reta de equação 
. x- 3y + 4 = 0. Dê a equação dessa circunferência, sabendo que ela passa pelo ponto 
A (6; 10). 


11.40) Dê a equação da reta que passa por A (- 2; 8) e é tangente à circunferência de equação 
x2+y2-6x+4y-12=0. 


11.41) Determine a equação. da reta que passa por A (- 7; - 6) e é tangente à circunferência de 
equação x2+ y2 - 6x + 2y - 15 =0. 


11.42) Determine a equação da circunferência que passa pelos pontos A (1; 3) e B (4; 2) e que 
É tangente à reta de equação 2x - y + 2 = 0. 


11.43) Determine a equação da circunferência que passa pelo ponto A (1; 3) e é tangente às 
retas de equações: 3x - y + 2=0 ex-3y-2=0. 


11.44) Consideremos as retas: (D: 3x-y+5 


(s): x-3y-1 

(w): 2x-y=0 
Determine as equações das circunferências que têm centro na reta w e são tangentes às 
retas tes. 


[RR] 


0 
0 
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11.3 — DUAS CIRCUNFERÊNCIAS 


Consideremos duas circunferências distintas de centros C, e Cyeraiosr, e r; 
respectivamente. Sendo 86, c; 2 distância entre os centros e d a distância entre as 


circunferências, vamos isar cinco possibilidades: 
14 | 
Rr eo A d 
Neste caso dizemos que as circun- 
ferências são exteriores e temos: 
Fig. 11.4 
d=5 ig 


28) ST ÊTa 
As circunferências são tangentes 
externamente e temos: 


É importante destacar que, neste caso, o ponto de tangência (ponto A da 
figura 11.5) pertence ao segmento de reta que liga os centros. 


3a Ba 
) Gs 
As circunferências são tangentes 
interiormente e temos: 
É óbvio que podemos escrever 


Res bum) eu fog Anes) Fig. 11.6 


Devemos observar mais uma vez que o ponto de tangência (ponto A na 
figura 11.6) pertence à reta que passa por C;, e C4. 
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is circunferências são secantes e 


"Sendo A e B os pontos de inter- 
ão, vale a pena observar que a reta 


C; é mediatriz do segmento ÀB. 


A circunferência de menor raio é 
à outra. Neste caso temos: 


d=|ry-ral -ôcic, 


Como caso particular desta possibi- 
lidade, temos as circunferências concên- 
ricas (figura 11.9), quando temos: 


[5] + [Ema] 


Fig. 11,7 


Fig. 11.8 


Fig. 11.9 


Exercícios Resolvidos 


11.45) Consideremos as circunferências A e A de equações: 
(Ay): x2+y2-8x-14y+29=0 
Qu): x2+y2-10x-14y+70=0 
Determine a posição relativa das circunferências e calcule a distância d entre elas. 


Solução 


Em primeiro lugar determinamos o centro e o raio de cada circunferência: 


ke o n Ná (25 7) 


= 
Em seguida calculamos a distância entre os centros: 
ôc;c; = 1 : 
Como Ir; - 13] = [6 - 2] = 4, temos: 1 
desc, < Ir; “a ral 


e assim concluímos que a circunferência de menor 
raio (A) é interior à outra. 
Temos ainda: 


d=|r-r2]-ô0,c,=4-1=3 


11.46) Consideremos as circunferências À e My: 
A): + -3)=25 
A) x-192+(y-127)2=13 
Determine rz de modo que as circunferências sejam tangentes: 


a) externamente; 
b) internamente. 


T| = 5 
Calculamos a distância entre os centros, io 
* de, Gr 15 
Para que as circunferências sejam tangentes externamente, devemos ter: 
dec, =t tt 
ou: 15 = 5:73 
isto é: r9 = 10 


b) Para que as circunferências sejam tangentes internamente, impomos: 


desc; = Ir = ral 
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15 =|5-r4] 
Mas: 
IS-ral=15<>5-r,;=15 ou 5-r,=-15<>r9=-10 ou r,=20 


A possibilidade rz = - 10 não serve (pois o raio deve ser positivo). Assim ficamos 
“com r2 = 20. 


Determine os pontos de interseção das circunferências cujas equações são: 
x2+y2-4x-6y+3=0 e x2+y2-14x-16y+93=0 


Solução 
Vamos resolver o sistema formado pelas duas equações: 
mo (1 » 

x2+y2- 14x- 16y+93=0 «1 

Subtraindo membro a membro estas equações, obtemos: 

10x + 10y - 90 = 0 (HI 

Na equação (III) isolamos uma das variáveis. Vamos, por exemplo, isolar x: 
x=9-y (IV) 


Em seguida, substituímos a incógnita isolada na equação (I) ou na equação (II). 
Vamos substituir em (D): 
(9-y)2+y2-4(9-y)-6y+3=0 
As raízes desta equação são: y'= 4 e y!! = 6. 
Substituindo em (IV): 
para y = 4 temos: x=9-4=5 
para y = 6 temos: x=9-6=3 
Portanto os pontos de interseção são (5; 4) e (3; 6). 


Consideremos as circunferências M e Ag: 
(Ay): x+y2-4x-6y+3=0 
(Ay): x2+y2- 14x - 164 +93=0 

Sejam A e Bos pontos onde as circunferências se interceptam. Determine o comprimento 
do segmento AB. 


Solução 
19 modo 

As circunferências dadas são as 
mesmas do exercício anterior. Podemos 
então determinar os pontos de interseção 
que são: A (5;4) e B(3; 6). 
Em seguida calculamos a distância 
entre A e B: 


dap = VB =2V2 


2º modo 


Podemos calcular dAB sem determinarmos as interseções. 
Obtemos em primeiro lugar o centro e o raio de cada circunferência: 


M C; (2;3) 


A 
Ir = V 10 AIN 
n Ti ra 
G pa o 8) Fá E a 
M E Da 
Ci 2 C, 


Calculamos em seguida a distância entre os centros: 


No triângulo AC;C3 temos: dy ao 
TO A lie CAD 
h2 = (W10 )2-k?2 E. ! E 
| e DR | 
=(W20 )2-(V50 - kJ? Ne pi E mA 
ck DVBO-k iG; 
] I 
RR 
Assim: 


(V10 )2 -k2=(N20)2 -(N/50-k)? 


Resolvendo esta equação obtemos: k = 22 


Portanto: 
n2=(W10)2-k2=-10-(20/2)2=10-8=2 
donde: h= V2 
Concluímos, então: 
dp =2h=2V2. 


11.49) Consideremos a circunferência 


(NO: x2+y2-4x+2y-20=0 


Determine a equação da circunferência de raio 10 que é tangente a À no ponto 
A (5; -5). 
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M 


Determinamos a equação da reta t que passa por Ce A: 

4x +3y-5=0 (D 
O ponto C; pertence a t portanto suas coordenadas podem ser substituídas 
em (D: 

42 +3b-5=0 (II) N 
Por outro lado devemos ter: 


82, =n 
CASH 
(a-5)2+(b + 5)2= 102 (IM) 
Resolvendo o sistema formado pelas equações (II) e (III), obtemos: 


7 
a=5 b=-3 


13 
desde e b=-7 


Portanto, a circunferência procurada pode ter centro C; S: -3)ou C; ne 3-7). 
Suas equações são: 
G-DR+g+32-102 e (Sis gy + = 102 


Um dos casos corresponde à tangência externa e o outro à tangência interna. 


a - 


11.50) Dada a circunferência À de equação 
x2+y2-2x-8y+8=0 
determine a equação da circunferência A de centro Cy (5; 7) e tangente a À 
Solução 


O problema deve admitir duas soluções: uma para a tangência externa e outra 
para a tangência interna. Temos então: 


À a M A 7 
t=3 


1) = 


dy 
| o 


Calculando a distância entre os centros obtemos: 


dec, =5 
Para a tangência externa temos: 
dec, =r+m 
ou: ME o A 4] 
donde: tp= 2 


Para a tangência interna temos: 
dec, = Ir = rn] 

ou: 5=|3-ril 
Resolvendo esta última equação obtemos: 


7 =8 ou dy=-2 


Obviamente a possibilidade r; = - 2 não serve. Assim temos duas possibilidades: 
r;=2 our;=8. Portanto, as circunferências procuradas têm equações: 


(K-S+(y-D=2 e (x-S)2+(y- 12-82 


1) Para cada par de circunferências abaixo, verifique a posição relativa e a distância d 
— entre elas. 
a) x2+y2+4x+2y-20=0 e x2+y2-14x-8y+52=0 
b)x2+y2+4x+2y-4=0 e x2+y2-12x-10y+12=0 
o x2+y2-2x-4y-75=0 e x2+y2-14x-10y+69=0 
d)x2+y2-8x-2y+4=0 e x2+y2-20x-6y+84=0 
e) x2+y2-8x-4y+15=0 e x2+y2-16x-8y-1=0 
) x2+y2+2x+4y-4=0 e x2+y2+2x+4y-20=0 
Consideremos as circunferências de equações: 

(x-D+(y-32=9 e (x-62+(y-6)2=r12 
Determine r de modo que as circunferências sejam: 
a) tangentes exteriormente; 
b) tangentes interiormente; 
c) secantes; 
d) exteriores. 
Dadas as circunferências de equações 

x2+y2-2x-4y-21=0 e x2+y2-20x-16y+99=0 
sejam A e B os pontos onde elas se interceptam. 


a) Obtenha os pontos A e B E” 
b) Calcule o comprimento do segmento AB 


a x2+y2-2x-4y-21<0 
x2+y2-20x-16y+99 <0 


b) x2+y2+2x-4y-11<0 
x2+y2-10x-4y+25<0 


9 x2+y2-6x-4y-3<0 
x2+y2-6x-4y+9>D0 


11.55) Forme sistemas de sentenças abertas que representem as regiões assinaladas nas figuras: 
a) b) 
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11.56) Represente no plano cartesiano os pontos (x; y) tais que: 
a) (x2+y2-5)2+(x2+y2-6x-6y + 13)22=0 
b) (x2+y2-5)(x2+y2-6x-6y+13)=0 
11.57) Seja a circunferência À de equação 
x2+y2-2x-6y+5=0 
Determine as equações das circunferências de raio 3v5 que são tangentes a À no 
ponto (3; 4). 
11.58) Dada a circunferência À de equação 
x2+y2+6x+4y-3=0 
determine as equações das circunferências de centro (5; 4) e que são tangentes a À. 


Exercícios Suplementares 


Iv.1) 

| Iv.2) 

va 
IV.4) 
Iv.5) 


1V.6) 


IV.7) 


Iv.8) 


IV.9) 


IV.10) 


Iv.11) 


Determine os valores de k para os quais o ponto P (k; 2k) pertence à circunferência de 
centro C(11;-3) e raio igual a V 170. 


Calcule a área do triângulo cujos vértices são os centros das circunferências de equações: 
x2+y2+8x=0, 2x2+2y2-4x-12y-3=0 e x2+y2+4x-10y+4=0, - 


Dê a equação da circunferência inscrita no triângulo formado pelos eixos coordenados e 
a reta de equação 3x + 4y - 6 = 0. 


Determine os pontos onde a circunferência de diâmetro AB corta os eixos coordenados, 


sendo A (2 -V3;N3 - DeB(2+NV3;N3+ 1). 


Determine os pontos onde a reta de equação x + 2y - 3 = 0 intercepta a circunferência 
de centro C(-1; 9) e raio V 85. 


Calcule o comprimento da corda determinada pela bissetriz dos quadrantes pares na 
circunferência de equação x2+y2-8x+6=0. 


Os pontos A (5; - 3), B(3; 0) e C(4; 0) são vértices de um triângulo. Com centro no 
baricentro desse triângulo construímos uma circunferência que passa por A, Determine 
as interseções dessa circunferência com a reta BC. 


Determine o raio da circunferência de centro na origem e que tangencia a reta de equação 
5x + 13y - 12 = 0. 


Determine as equações das retas que passam pelo ponto P(-1; 1) e tangenciam a 
4v 85 


circunferência de centro C (0; 3) e raio r = 17 


Dê as equações das retas que tangenciam a circunferência de equação 
x2+y2-2x-2y-11=0 
e são paralelas à reta de equação 3x - 2y + 1=0. , 
Calcule os raios das circunferências que têm centros no eixo das ordenadas e tangenciam 
as retas de equações 
x+7y+3=0 e 5x-Sy-9=0. 
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Capítulo 12 — Parábola 
Capítulo 13 — Elipse 
Capítulo 14 — Hipérbole 
Capítulo 15 — Cônicas 


Capítulo 16 — Lugares geométricos 


Capítulo 


Parábola 


12.1 — DEFINIÇÃO 


Consideremos em um plano “ uma reta º e um ponto ! não pertencente a d. 
O conjunto de todos os pontos de a que são E rod de Fe d recebe o nome 
de parábola. * 


Fig. 12.1 Fig. 12.2 


Na figura 12.1 consideremos os pontos A, V e B pertencentes à parábola; 
temos: 

dan! = duro» Oyyr = Byr» Opp' = Ôpr 

O ponto F é chamado (oco e a reta d é chamada diretriz da parábola. 

A reta « que passa por F e é perpendicular a d é chamada “'»º da parábola 


(ver figura 12.2). 
O ponto Y da parábola que está sobre o eixo recebe o nome de vértice da 


parábola. 
Devemos destacar que a parábola é simctrica em relação ao eixo «o. 


Observação: Há autores que chamam a distância entre F e d de purimetro 
da parábola. 
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Exercícios Resolvidos 


12.1) Considere no plano cartesiano uma parábola cujo foco é o ponto F(3; 2) e cuja diretriz 
é a reta d de equação x+2y-4=0. 


a) Dê a equação da parábola. 
b) Dê a equação do eixo «. 
c) Determine as coordenadas do vértice V. 


Solução 
a) F(3;2) 
(d):x + 2y -4=0 
Seja P(x; y) um ponto qualquer da 
parábola. Temos: 


tw 


Ix+2y-4] Ix+2y-4l 
ôpa V12+22 VS 


ôdpr =V(x-3)2+(y-2)2 =Vx2+y2-6x-4y+13 


Pela definição de parábola devemos ter 


ôpa = Opr 
pudiddio 5 rá 2+y2-6x-4y+ 13 
ou ——=>—— = VX - 6X - 
v5 d y 
ne 2 
ou ainda: Ot aryr ex -4y +13 


Após as simplificações, chegamos a: 
4x2+y2-4xy-22x-4y+49=0 
que é a equação da parábola. 


b) A reta d tem equação x + 2y - 4 = 0. Como o eixo (w é perpendicular a d, sua 
equação pode ser escrita: 


2x-y tk=0 
Como F(3; 2) pertence a «, podemos escrever: 
23)-2+k=0 
donde: k =-4 
Portanto a equação do eixo « é: 
2x-y-4=0 
c) O vértice V poderia ser obtido determinando-se a interseção da parábola com o 
eixo «, através da resolução do sistema: 
4x2+y2-4xy-22x -4y+49=0 
2x -y -4=0 


a 


Porém, é mais prático determinarmos primeiramente a interseção A entre as retas 
de e em seguida usarmos o fato de que V é ponto médio do segmento FA (veja 
figura a). 

Assim, resolvendo o sistema [ Pas o 


obtemos  A( e. 2. Em seguida determinamos o ponto médio de FA que é 


27,17 
10º 5 =) 


A figura b nos permite visualizar a posição da parábola no plano Oxy 


bg 


Fig. b 


Determine a equação da parábola de foco F(2; 1) e cuja diretriz é a reta “d de equação 
x-4=0. 


Solução 


F(2; 1) 
(d): x-4=0 


Sendo P(x; y) 
um ponto qualquer 
da parábola, temos: 


ôpa = Ix- 4] 


der = VA -D+ | - 1? 


4 
' 
| 
| 


Pela definição de parábola: 
ôpa = ôpr 
ou: Ix-4gl=V(x-22+(y-1)2 
ou ainda: (x-4)2=(x-2)2+(y-1)2 
Desenvolvendo os quadrados e fazendo as simplificações, obtemos: 
y2+4x-2y-11=0 


que é a equação da parábola. Pela posição do foco e da diretriz é fácil concluir que o 
vértice é o ponto V(3; 1) e o eixo é a reta ty de equação y -1 =0. 


Exercícios Propostos 


12.3) Dê a equação da parábola de foco F e diretriz d em cada caso abaixo: 


a) fes 4y+12=0 A 3=0 
lina y+1=0 E ep 5 =0 
e) A, 2=0 visa 16 =0 
é E E) ó pe Do 
():2-3<0 ():3y+7=0 


12.4) Consideremos a parábola de foco F(-2; 6) e diretriz de equação 2x - Sy + 20 = 0. 
a) Dé a equação da parábola. 
b) Dê a equação do eixo da parábola. 
c) Dê as coordenadas do vértice da parábola. 
12.5) Dada a parábola de foco F(S; 3) e diretriz de equação y - 8 = 0, determine: 
a) a equação da parábola. 
b) a equação do eixo da parábola. 
c) as coordenadas do vértice da parábola. 
12.6) Uma parábola tem foco F(4; 6) e vértice V(-1; 2). 
a) Dé a equação do eixo da parábola. 
b) Dê a equação da diretriz da parábola. 
12.7) Uma parábola tem vértice V(-2; -1) e diretriz de equação 3x - 4y + 12 = 0. Determine: 


a) a equação do eixo da parábola, 
b) as coordenadas do foco. 


12.2 — ALGUMAS CONSIDERAÇÕES 


Nos exercícios anteriores obtivemos as equações de parábolas em que as dire- 
trizes eram retas quaisquer. Porém, daqui por diante, concentraremos nossa atenção 
nos casos em que a diretriz é horizontal ou vertical; é o caso, por exemplo, das 


figuras 12.3 a 12.6. 


Fig. 12.5 Fig. 12.6 
Diremos ainda que: 


1º) na figura 12.3 a concavidade da parábola está voltada para cima. 
2º) na figura 12.4 à concavidade da parábola está voltada para baixo. 
39) na figura 12.5 a concavidade da parábola está voltada para a direita. 
49) na figura 12.6 à concavidade da parábola está voltada para a esquerda. 
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Nos itens seguintes passaremos a re- 
presentar a distância entre o foco Fe o 
vértice V por p: 


12.3 — DIRETRIZ HORIZONTAL E VÉRTICE NA ORIGEM 


Vamos considerar uma parábola de diretriz d horizontal e vértice V na origem 
do sistema de coordenadas. Nestas condições podemos ter um caso como o da 
figura 12.8 ou um como o da figura 12.9, onde ôpy =p. 


Fig. 12.8 Fig. 12.9 


Vamos mostrar que qualquer uma dessas parábolas pode ser representada 
pela equação 
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a é um número real não-nulo, e tal que: 


Na figura 12.8, seja P(x; y) um ponto qualquer da parábola. Temos: 


ôpa = ly + pl 
[VIT = Vx+y-2py + pº 


Pela definição de parábola: 
ôpa = Ôpr 


Assim: 

ôpa = ôpp = ly +pl=Vx2+y?- 2py + p? e 
e(ytpP=x+yº-2y tp e 
ey + py tpl=n+y!-2py + p' es 
 4py =x? <— 


= y EA qa 


4p 
Fazendo 5” a, a equação da parábola fica: 
y = ax? 
Como p> 0, concluímos que a >0 
Por outro lado, de 5: tiramos: 
E 
Pa” alal 


Na figura 12.9, seja P(x; y) um ponto qualquer da parábola. Temos; 


ôpg = Iy-pl 
dp =VA-0+Oy tp? = VX+y)+2py+p? 
Assim: 
dpa = ôpp = ly -pl=V x) +y? + 2py + p? — 
e(y-pP=x+y'+2py tp? e 


ey? -2py+p=x+y?+2py tp" es 
+» -4py = x? <— 


Fazendo eu =a, a equação da parábola fica: 


y = ax? 


sl 
Como p>O temos: a “4 <o0. 


Por outro lado, de E =a tiramos: 


A 


-1 
PS Za” 4lal 


Exemplos 


a) Consideremos a parábola da fi- 
gura ao lado, onde p = 5. A 
equação dessa parábola: deve ser 


y = ax? 


ondedalims ioga san 
4p 45) 20 


“Como a concavidade está voltada para cima, devemos ter a >0 e por- 


tanto a = 5 . Assim a equação da parábola é 


É Ansaa 
na Mas 


b) Para a parábola da figura ao lado 
temos p= 7. Sua equação deve 


Como a concavidade está voltada para baixo, devemos ter a < O e por- 


tanto a = -3 . Assim, a equação da parábola é 


ad 
FO” 


c) Consideremos uma parábola de equação y = 12x? e vamos determinar as 
coordenadas do foco e a equação da diretriz. A equação dada tem a forma 
y=ax? 

onde a=12>0. 

Daí concluímos que deve ser 
uma parábola de vértice na ori- 
gem, diretriz horizontal e conca- 
vidade para cima com 


l l l 


Portanto o foco é F(O; 1) ea 


diretriz d tem equação 


à Mag 
ou 48y+1=0 


d) Seja a parábola de equação y = -4x?, Esta equação tem a forma 


y = ax? 


onde a=-4< 0. Daí concluí- 
mos que é uma parábola de vér- 
tice na origem, diretriz horizon- 
tale concavidade para baixo com 


Beta 8 a o 
P = glal” 4(4) * 16 


= 


Assim, o foco é o ponto F(O; T6 


e a diretriz tem equação y 15» 


ou 


16y-1=0 


124 — DIRETRIZ VERTICAL E VÉRTICE NA ORIGEM 


Seja uma parábola de diretriz d vertical e vértice V na origem do sistema de 
coordenadas. Podemos ter um caso como o da figura 12.10 ou como o da figura 
12.11. 


Fig. 12.10 Fig. 12.11 


Para obtermos a equação dessa parábola podemos seguir o mesmo procedi- 
mento do item anterior. Porém, é mais prático aproveitar os resultados daquele item, 
simplesmente permutando-se as variáveis x e y. 
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Assim, podemos estabelecer que uma parábola desse tipo pode ser represen- 


tada pela equação 


onde a é um número real não-nulo tal que: 


Exemplos 


a) A parábola da figura ao lado tem 
vértice na origem e diretriz d ver- 
tical, com p = 9. Portanto, ela 
pode ser representada pela equa- 


ção 


x=ay 


tal que lal=55=305 = 


Como a concavidade está para a direita, devemos ter a > O e portanto 


= E « A equação dessa parábola é então 


Vea 
36 * 


b) A parábola da figura ao lado tem 
vértice na origem e diretriz ver- 


Xx= 


tical, com p +. Portanto, pode 


ser representada pela equação 
nu = ay" 


Como a concavidade está para a esquerda devemos ter a < O e portanto 
a=- + Ássim, a equação da parábola é 


c) Seja uma parábola de equação x 5y? e vamos determinar as coordenadas 
do foco e a equação da diretriz. A equação tem a forma 
x = ay? 
onde a = > 0. Portanto, con- 


cluímos que é uma parábola de 
vértice na origem, diçetriz verti- 
cal e concavidade para a direita, 


Assim, o foco é o ponto His TG 0) 


e a diretriz é a reta de equação x= ou 16x + 5=0 


d) Consideremos uma parábola de equação x = E. Esta equação tem a 


forma 

x=ay 

7 ; ' 

com a =--< O. Daí concluí- 

mos que é uma parábola de vér- 

tice na origem, diretriz vertical e 

concavidade para a esquerda, tal 
que: 


PEA 1 5 
4lal «= 28 


is o foco é o ponto 


0) e a diretriz é a reta de equação x = Em 28x-5=0. 


E d 28 


Exercício Resolvido 


12.8) Para cada uma das parábolas cujas equações são dadas a seguir, determine as coordenadas 
do foco e a equação da diretriz. 
a) 6x2+3y = 0 b) 15x + 8y2=0 


Solução 
a) Aqui temos: 
6x2+3y=0<+>y=-2x2 
Portanto, nossa parábola tem equação da forma 


v =ax2 


com a = -2 <0. Daí concluímos que 
se trata de parábola com vértice na ori- 
gem, diretriz horizontal e concavidade- 
para baixo, onde: 


Assim, o foco é o ponto F(Q; + >) e a diretriz é a reta d de equação y = + 


b) Neste caso temos: 


-8 
2 = e TE É 
15x + 8y2=0 <+>x Ts Y 


Portanto, a parábola tem equação da forma 
x=ay? 
onde a = “15 Eu 0. Daí concluímos que é uma parábola de vértice na origem, diretriz 


vertical e irei para a esquerda, com 


anal ie Ss 
4Tal * “32 
4 to) 


Portanto o foco é F(==:0) e a diretriz 


o 


ga 
é a reta de equação Xx=32": 


Exercícios Propostos 


12.9) Dê as equações das parábolas desenhadas a seguir, sendo F o foco. 


a) b) 


12.10) 


12.11) 


12.12) 


Determine o foco F e a equação da diretriz d para cada parábola cuja equação é dada a 
seguir: 


a) 2x2- Sy = 0 c) 8x + 9y2 = 0 
b) 3x2+ 4y = 0 d) Sx- 6y2=0 


Uma parábola cuja equação é y2 + kx = 0, passa pelo ponto (-54; 9). Determine: 


a) o valor de k 
b) as coordenadas do foco 


Uma parábola tem vértice na origem e diretriz de equação y + 15 = 0. Dê: 


a) as coordenadas do foco 
b) a equação da parábola 


Obtenha os pontos de interseção da reta de equação y = 2x + 4 com a parábola de 
equação y = 2x2, 


Obtenha os pontos de interseção da circunferência de equação x2+ y2= 10 com a pará- 


bola de vértice na origem, cujo foco é F(O; 1 


12.5 — EQUAÇÃO DA PARÁBOLA DE DIRETRIZ HORIZONTAL 


Vamos agora considerar o caso em que a parábola tem diretriz horizontal e 
vértice V(xy; Yy) numa posição qualquer. 


Fig. 12.12 Fig. 12.13 


Sendo p a distância entre o foco e o vértice, vamos mostrar que uma parábola 
desse tipo pode ser representada pela equação 


* onde 5, b e « são números reais, com a & O e tais que: 
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Demonstração 
Vamos considerar um sistema de coordenadas x Vy com origem “ e tal que 
Vx' tenha o mesmo sentido de Ox e Vy tenha o mesmo sentido de Oy. 


Fig. 12.14 Fig. 12.15 


Conforme vimos no item 12.3, em relação ao sistema x'Vy' a equação da 
parábola é 


y =ax? (1) 
onde: 
a > O <> concavidade para cima 


a < O <> concavidade para baixo 
l 


P “ qlal 
Usando as fórmulas de translação de eixos, vistas no capítulo 7, temos: 
X=x-xy e y=y-y 
Substituindo em (1), obtemos: 
y-y=ax-xy) 
ou: y-yy=a(x-2xyx+xy) 
ou ainda: y = ax? - (Zaxy)x + (axy + yy) (1) 


Fazendo 
-2Zaxy =b 
axy tyy=€ 


302 


a equação (II) pode ser escrita: 
y=ax?+bx+tc 
De -2axy, =b tiramos: 


De ax, tyy =c tiramos: 
b? 


bo b? 
= — 2 = - "da = — — = = — 
Yy=c-axy=c-a( Ç c- a( 223) Gaga 


Observação | Acabamos de demonstrar que uma parábola de diretriz horizontal 


tem equação que pode ser colocada na forma 
y=ax?+bx+c 


isto é, não aparece termo em xy. No entanto, em alguns dos exercí- 
cios do início deste capítulo apareceram alguns casos de equações 


de parábola com termo em xy. 


Por exemplo, no exercício 12.1 obtivemos a equação 


42 + y? - 4Gy)- 22x - 47 +49=0 


O termo em xy aparece apenas quando a diretriz não é horizontal 


nem vertical. 


Exercícios Resolvidos 


12.15) Consideremos a parábola de equação 
- 8x -8y+40=0 


Determine: 


a) as coordenadas do vértice 
b) as coordenadas do foco 
c) a equação da diretriz 


Solução 
a) Vamos primeiramente passar a equação para a forma y = ax2+ bx + c. Temos: 


x2-Bx-8y+40=00oy=x2-x+5 


aspib=al; c=5 


Portanto: 


EA 
2 


A =b2-4ac=(-1)2- NERO) “> 


Assim, de acordo com o teorema demonstrado: 


DO -1) 
Xy =—s =4 
MET 
“3 
. À = aa = 3 
Yv “Za ques 
8 


O vértice é, então, o ponto V(4; 3) 
1 1 
da 7 AS 
“g) 


Como a >0, a concavidade da pa- 
rábola está voltada para cima. Portanto, 
o foco F(xp; Yp) está acima do vértice: 


Yp=yYytPp=3+2=5 


A abscissa do foco é a mesma do 
vértice: 


Xxp=1y=4 


Assim, o foço é o ponto F(4; 5) 


c) .Como p = 2, a diretriz d deve estar 2 unidades abaixo do vértice. Portanto, 
Sua equação é: 


y=1 
ou: y-1=0 


Devemos observar que o desenho acima não está assinalando o ponto onde a parábola 
corta o eixo Oy, que seria realmente (0,5). 
12.16) Uma parábola tem equação 


Determine o vértice, o foco e a equação da diretriz. 
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Solução 
A equação dada já está na forma 
y=ax2+byx+c 


23 


5 
Na à ES 


A =bl-dac= (EP MED = 


4lal =] 
ETA 
5 ' 

x à Te 5 
15) 
a 
-A 3 

Yv E a = = 4 
475) 


Como a < 0, a concavidade está 
para baixo e o foco deve estar abaixo do 
vértice. 

Yp=YycPp=4-3=1 
Xp=Xy= 5 


Temos então F(5; 1) e V(5;4). 


A reta diretriz deve estar acima do vértice 3 unidades. Portanto sua equação é 
y=7 ou y-7=0. 

Mais uma vez devemos observar que o desenho não assinala corretamente as 
interseções com os eixos coordenados. O desenho serviu apenas para facilitar a obtenção 
do foco e da diretriz. 


di 


12.17) Uma parábola tem equação y 5 x2 - x. Determine as coordenadas do vértice e do 
foco. 


Solução 
A equação dada tem a forma 
y=ax2+bx+tc 


1 1 E 
onde: a =p, Dara e c=0. 
Assim: 


A =b2-4c= 5? - 40) = F 


Como a >, a concavidade está voltada 

para cima e portanto o foco está acima 

do vértice. 3/2 
Temos então: 


! 3 
dp Jp tres Re 


Xp=Xy=2 


Portanto, o vértice é o ponto V(2; -5) e o foco é o ponto F(2; 5. 


12.18) Uma parábola tem equação y = x2 - 5x + 4. Determine os pontos onde ela intercepta os 
eixos coordenados. 


12.19) 


Solução 

O ponto onde a parábola intercepta o eixo Oy deve ter abscissa nula. Fazendo 
x=0 em y=x2-5Sx+ 4, obtemos: 

y=02-5(0)+4=4 

Assim, a parábola corta Oy no ponto A(O; 4). 

O ponto onde a parábola corta o eixo Ox deve ter ordenada nula, Fazendo y = O 
em y =x2- 5x + 4, obtemos: 

x-5x+4=0 


Esta equação admite duas raízes 
reais: x' = 1 ex” = 4, Assim, concluímos 
que a parábola corta o eixo Ox nos pon- 
tos B(1;0) e C(4;0). 


Uma parábola cuja diretriz é horizontal, passa pelos pontos A(L; 2), B(2; 3) e C(3; 6). 
Determine sua equação. 
Solução 

Como a diretriz é horizontal, a equação da parábola pode ser escrita na forma 

y=ax2+bx+c (1 

Como os pontos A, B e C pertencem à parábola, suas coordenadas devem satis- 

fazer a equação (1): 
y=ax2+bx +c 

A(1;2) 2=4(0P+b(l)+c=a+b+e 
B(2;3) 3=a(22+b(2)+c=42+2b+c 
C(3;6) 6=a(32+b(3)+c=92+3b+c 
Temos, então, o sistema: 


à + Db+to=2 
42+2b+c=3 
9a +3Ib+c=6 


que, resolvido, nos dá 
a=1, b=-2 e c=3 
Assim, a equação da parábola é 
y=x2-2x+3 
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Exercícios Propostos 
12.20) Consideremos uma parábola de equação 


12.21) 


12.22) 


12.23) 


12.24) 


12.25) 


y=2x2-8x+6 


Determine: 

a) as coordenadas do vértice d) a equação do eixo da parábola 
b) as coordenadas do foco e) a interseção com o eixo Oy 
c) a equação da diretriz f) a interseção com o eixo Ox 


Uma parábola tem equação 3x2? - 2x + y + 5 = 0, Determine: 


a) as coordenadas do vértice d) equação do eixo 
b) as coordenadas do foco e) interseção com o eixo Oy 
c) equação da diretriz f) interseção com o eixo Ox 


Para a parábola de equação y = x? - 8x + 16 determine: 
a) interseção com Oy 
b) interseção com Ox 


Determine as coordenadas do vértice V e do foco F para cada parábola cuja equação é 
dada a seguir: 


a) y=4x2-2x+5 d) y=-3x2+6 
b) y=522-4x e) y=-3x2+ 6x 
)vy=p0-6 9) xX2-6x-y+5=0 


Obtenha os pontos onde a reta r intercepta a parábola s, em cada caso a seguir: 


a) ():x-y+3=0 b) (1): 5Sx-y-7=0 
():y=x2-4x+3 (9): y=2x2-3x+1 
(1):x-y-4=0 (1):x+3=0 

a dA d) 


Oiy=qa+x-s 


Represente no plano cartesiano os pontos (x; y) tais que: 


a K-y+I2+(-y-4x+52=0 
o) (x-y+Ix2-y-4x+5)=0 


Obtenha as interseções das parábolas de equações y =x2- 2x +3 e y=-3x2+18x-21 


Uma parábola cuja diretriz é horizontal, passa pelos pontos (1; 3), (2;4) e (3; 3). Dê sua 
equação. 


O foco da parábola de equação y = x2+ bx + c tem abscissa igual a 1. Determine o valor 
de c para que essa parábola passe pelo ponto A(3; 7). 


12.6 — EQUAÇÃO DA PARÁBOLA DE DIRETRIZ VERTICAL 


Consideremos uma parábola de diretriz vertical e vértice V(xy; yy) numa 
posição qualquer. 
| 


Fig. 12.16 Fig. 12.17 


Para obtermos a equação de uma parábola desse tipo poderíamos seguir o 
mesmo processo desenvolvido no item 12.5. No entanto, é mais prático aproveitar 
as conclusões do item 12.5, simplesmente permutando-se as variáveis x e y. 

Assim, sendo p a distância entre o foco e o vértice, podemos estabelecer que 


uma parábola desse tipo pode ser representada pela equação 


Exercícios Resolvidos 


12.29) Para a parábola de equação x = 1, -y +5 determine: 


8 
a) coordenadas do vértice c) equação da diretriz 
b) coordenadas do foco d) equação do eixo 
Solução 


a) A equação está na forma 
x=ay2+by+c 


onde: 
A=b2-4c=(1)2- 6) - -5 
Assim: 
=3 
a ds 
V 4 To 
q) 
Pis AB Aga nº ARO 
v= = 
= 24) 


1 1 
pe 1 pe Ps 
8 


Como a > 0, a concavidade está voltada 
para a direita e portanto o foco F(xp; Yp) 
está à direita do vértice: 
Xp=xytp=3+2=5 
A ordenada do foco é a mesma do vér- 
tice:; 
Yp=yyv=s 
Assim, o foco é o ponto F(5; 4) 


c) Como p = 2, a diretriz d deve estar à distância de 2 unidades à esquerda do vértice e, 
assim, sua equação é 


x=1 
ou x-1=0 
d) O eixo « deve ser horizontal e passar pelo vértice. Sua equação é 
y=4 
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12.30) Uma parábola tem equação y2 - 10y + 12x - 23 = 0. Determine o vértice V, o foco Fe a 


equação da diretriz d. 


Solução 


Em primeiro lugar verificamos que 


-1 5 23 
És a = OE SE md ir 
y2-10y + 12x -23=0 x 127? EA A A? 


isto é, a equação pode ser colocada na forma 

x=ay2+by+c 
e daí concluímos que é uma parábola de diretriz vertical. Temos: 
am. s 


Bette (DD =S 


pers "3 
4lal +1 
5) 
4 
-A 3 
x =—— = =4 
V da -1 
75) 
EA 
-b 
WO qdo,” 
H 75) 


vértice: 


Xp=xy-P= =4-3=1 
Yp=YyES 


Temos então F(1; 5) e V(4; 5) 
A diretriz d deve estar 3 unidades 
à direita do vértice e portanto sua 
equação é: 


Oo cd 


Exercícios Propostos 

12.31) Uma parábola tem equação x = 6y2 - 9y + 2. Determine: 
a) coordenadas do vértice c) equação da diretriz 
b) coordenadas do foco d) equação do eixo 


12.32) Seja uma parábola de equação x = -2y2 + 4y + 1. Determine: 


a) coordenadas do vértice 
b) coordenadas do foco 


12.7 — EQUAÇÕES PARAMÉTRICAS 


Conforme veremos nos exercícios, uma parábola de diretriz horizontal pode 
ser representada por um par de equações paramétricas do tipo 


x=at +b 
y=cti+dt+e 
onde a, b, c, d, * são números reais (coma £0e c*0)ete R. 
Quando a parábola tiver diretriz vertical, poderá ser representada pelo par de 


equações paramétricas 
y=at tb 
x=ct+dtte 


Veremos nos exercícios também que, quando tivermos apenas um arco de 
parábola, haverá outros modos de representar parametricamente. 


Exercícios Resolvidos 


12.33) Mostre que o par de equações paramétricas abaixo, com t E IR, representa uma 
parábola. 


x238 +2 
y=4-st+1 
Sblução 


x-2 
3 


Substituindo em y =4t2-5t + 1, temos: 


x=H+2€»ts= 


ye 4827 42341 


4x2 -4x+4) SK -2) ,, 
a SR Ti 3 


312 


e após as simplificações: 


que é uma equação da forma da equação (12.3). 

Para podermos garantir que as equações paramétricas dadas realmente representam 
a parábola “inteira” (e não apenas um arco de parábola) basta observarmos que, sendo 
t um número real qualquer, a variável x 


dada por 

x=3t+2 E 
também pode assumir um valor real 
qualquer. 2 


12.34) O que representa o par de equações paramétricas 
[ x=t-1 
y=t2-4t+6 
onde 0<t<3 
Solução 
x=t-|1est=x+1 
Substituindo em y =t2-4t+ 6, temos: 


y=(x+1)2-4(x+1)+6 
ou: y=x?-2x+3 (DMD 


Nt-.=....=——> 


Fig. a Fig. b 
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Se a variável x pudesse assumir qualquer valor real, a equação (1) representaria a 
parábola da figura a. Mas acontece que temos 


| 


x=t-1 
com 0<t<3. 
Para t=0 vem: x=0-1=-1 
Para t=3 vem: x=3-1=2 e 


Portanto, as equações paramétricas dadas representam o arco de parábola da 
figura b, com -1 <x < 2. 


12.35) Verifique qual é a figura representada pelo par de equações paramétricas 

[ x=sent LER 

y = sent + cost 
Solução 
Lembrando que, para qualquer t € R temos 
sen?t + cos% = 1 

1 - sen% 
Assim: y=sent+cost=sent+ãl- sen? 
Levando em conta que x = sent: 


vem: cos% 


y=x+1-x2 


ou y=-x2+x+1 (D 


Fig. a Fig. b 


Se a variável x pudesse assumir qualquer valor real, a equação (1) representaria a 
parábola da figura a. Mas temos x = sen t e, como sabemos, para qualquer t EIR vale 


-1 < sent <1l 


easim: -1| <x<l 
Concluímos então que o par de equações paramétricas dado representa o arco 
de parábola da figura b, 
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Exercícios Propostos 
12.36) O que representa o par de equações paramétricas 
( y=2-3 
x=t2-St 
com tER? 
12.37) Determine a figura representada pelo par de equações paramétricas 
| y=% 
x=42-1 
com -] <t<l 


12.38) Verifique qual é a figura representada pelo par de equações paramétricas 


enter tER 
y = cos2t 


12.8 - RETA TANGENTE À PARÁBOLA 


Em geral, para resolvermos um problema de reta tangente à parábola, basta 
impormos que a reta e a parábola tenham apenas um ponto em comum (figura 
12.18). No entanto, devemos observar que há uma situação em que a reta e a pará- 
bola têm apenas um ponto em comum e no entanto não são tangentes: é o caso em 
que a reta é paralela ao eixo da parábola, ou é coincidente com o eixo (figura 
12.19) 


Fig. 12.18 Fig. 12.19 
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Exercícios Resolvidos 
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12.39) Consideremos uma parábola de equação 


y=x2-3x+2 


e um ponto A(2; -4). Determine a equação da reta que passa por A e é tangente à 
parábola. 


Solução 


r 


Seja r a reta procurada. Sua equa- 
ção pode ser escrita: 
Y-YyA = mx) 
ou: y+4=m(x-2) 
ou ainda: y=mx-2m-4 A 
Vamos considerar o sistema formado pelas equações da reta e da parábola: 
y=mx-2m-4 (D 
y=x2-3x+2 [610] 
Substituindo (1) em (II), obtemos: 
x2-3x+2=mx-2m-4 
ou: x2-(3+mx+(2m+6)=0 (UI) 
Para que a reta e a parábola tenham apenas um ponto em comum, o sistema de 


equações acima deve ter apenas uma solução e portanto a equação (III) também deve ter 
apenas uma solução. Assim impomos que o discriminante (A) da equação (III) seja nulo: 


A=[43+mP-4Qm+6)=m?-2m-15=0 


Daí obtemos m=5 ou m=-3 
Isto significa que o problema tem ' 
duas soluções. Substituindo em (1): 


param=5S temosy=5x- 14 
para m =-3 temos y=-3x + 2 A 


Antes de aceitarmos as duas solu- 
ções, observemos que a parábola dada tem 
diretriz horizontal e portanto o seu eixo 
é vertical; assim concluímos que nenhuma 
das retas obtidas é paralela ao eixo da 
parábola e portanto as duas soluções 
servem. 


12.40) Determine a equação da reta que passa pelo ponto A(1; 2) e é tangente à parábola de 
equação 
x=y2-6y +10 


Solução 

A parábola dada tem eixo hori- 
zontal; daí concluímos que a reta tan- 
gente procurada (se existir) não poderá 
ser horizontal, 


Suponhamos então que haja uma reta r tangente à parábola cujo coeficiente an- 
gular é m (já que essa reta não pode ser horizontal, devemos ter m 0). A equação de r 
pode ser escrita: 


Y- YA = m(x-x,) 
ou: y-2 =m(x-1) 


yt+m-2 
m 


ou ainda: x = 
Vamos considerar então o sistema formado pela equação da reta re da parábola: 


y+m-2 
m 


x=y2-6y +10 (1) 


D 


" 


Substituindo (1) em (Il), temos: 


Vtm-2. .6y+10 


Simplificando: 
my? - (6m + 1)y + (9m + 2) = 0 (IN) 
Para que a reta e a parábola sejam tangentes, a equação (III) deve ter uma única 
solução e portanto seu discriminante (À) deve ser nulo: 


4 = [(6m + 1)P - 4m(9m + 2) = 0 
A=4m+1=0 
donde: m=-1/4 
Substituindo em (1), obtemos a equação de r: 
x+4y-9=0 
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Porém, talvez essa não seja a única 
solução do problema pois ao iniciarmos 
a solução, supusemos que a reta procura- 
da tinha um coeficiente angular m,e pelo 
fato de a parábola ter eixo horizontal, 
pode haver uma reta s vertical que passa 
por A e é tangente à parábola no vértice 
V. Devemos tentar essa possibilidade. 


Calculando as coordenadas do vér- 
tice obtemos 
Xy = 1 e yy = 3 
Como os pontos A e V têm a 
mesma abscissa, concluímos que existe 


de fato uma reta s vertical que é tan- 
gente à parábola em V e cuja equação 
é 


x=1 
ou x-1=0 


Portanto, o problema dado tem 
duas soluções que são as retas de equa- 


ções 
xt4y-9=0 e x-1=0 


Exercícios Propostos 


12.41) 


12.42) 


12.43) 
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Em cada caso abaixo é dado um ponto A e a equação de uma parábola. Determine a 
equação da reta que passa por A e é tangente à parábola. 


ú A(3; Sia 2) 
ee y2-x-5Sy+4=0 


A(-3; 3) A(3; 1) 
e sá ds Pe DP 


Determine a equação da reta que passa pelo ponto (2; 3) e é tangente à parábola de 
equação y=x2-2x+2. 
Consideremos uma reta r de equação 

8x +y-3=0 


Determine a equação da reta que é paralela a r e é tangente à parábola de equação 
y= 3x +x+1. 


12.9 — INEQUAÇÕES 


Consideremos uma parábola de diretriz horizontal. Como sabemos, seus pon- 
tos obedecem a uma equação do tipo 


y=ax+bxtc 


Assim, é fácil concluir que: 


yDax?+bx+c 


* Ed 
Cen y=ax2+bx+c 


y<ax2 +bx+c 


Fig. 12.21 


Quando a parábola tem diretriz vertical, seus pontos devem obedecer a uma 
equação do tipo 


x=ayi+bytc 


x=ay?+by te a E di 
ig 
/ N | 


dá 
x<ay2 +by+c (xDayibyre p<miriyro Jutebrie 


* 


“Exorcíitos Resolvidos 


12.44) Represente os pontos (x; y) tais que y>x2+1 


Solução 


A equação y = x2+ 1 representa a parábola da figura a. Portanto, a condição 
y>x2+ 1 representa a região sombreada na figura b (isto é, os pontos que estão acima 
da parábola) 


b 


Fig. 


Fig. a 


12.45) Represente os pontos do plano que satisfazem o sistema: 


y<x2+1 
> "3 


t 


Os pontos que satisfazem y < x? + 1 são aqueles que estão abaixo da parábola 


de equação y = x2+ 1 (figura a). 


Os pontos que satisfazem y >x + 3 estão assinalados na figura b. 


A solução do problema é obtida fazendo-se a interseção das regiões das figuras a e b. 
Obtemos então os pontos assinalados na figura c. 


bo 


ua 


(Fig. c) 
Exercícios Propostos 
12.46) Em cada caso a seguir, represente os pontos que satisfazem a condição dada: 
“a yzx-l o) x<y2-1 
bx>y2-1 d) x+y220 


12.47) Em cada caso a seguir, represente os pontos que satisfazem o sistema dado: 


big ) y<-x2+3 

” x2 + y2<4 DA Peg 

n =" = 

ita afã +5x-4 
E a y27x-2 


Capítulo 


13.1 — DEFINIÇÃO 


Consideremos em um plano a dois 
pontos distintos F, e F,, cuja distância 
indicaremos por 2c (figura 13.1). 

Consideremos também um número 
real 2a tal que 


2a > 2 


O conjunto de todos os pontos P 
do plano tais que 


recebe o nome de ELIPSE. 


Para a elipse da figura 13.2 temos: 


dar, t dar, = 28 


onde A,B, Ce D são pontos 
quaisquer da elipse. 

Sejam A, e À; os pontos da elipse 
que estão sobre a reta F;F,. 

É fácil verificar que 


õ =ô 


AsF4 FA, 


Elipse 


F; Fo 

e , e 

form sat, 08) 
Fig. 13.1 


Cc 
Fig. 13.2 
I | 
I I 
| ar 
| 2c 
e 
po E 
pero, atm 
o 2a fr cá 
| | 
Fig. 13.3 


De fato, pela definição de elipse, devemos ter: 


ô + 6 =6 ô 


AiF4 AsF3 AgF; % AgF2 
a 


ô 


dar, * Car * Or) = Car, t Crr;) * Car 


À dAjF) =-2 EVA 
dA ay dA 


Outro fato importante a destacar é que 


das "Ra 2a 
De fato, temos: 
Barão 7 dar: à dr, , dar; E dar pe: CA ” dp ir, E 
ES º | Cie +", 
es 


13.2 —- NOMENCLATURA 


focos: são os pontos F; e F; 


distância focal: é a distância 2c entre os 
focos 


centro: é o ponto médio C do segmento 
FF, 


eixo maior: é o segmento Ah, cujo com- 
primento é 2a 


eixo menor: é o segmento BiB, cujo com- 
primento representaremos 
por 2b 


vértices: são os pontos Ay, As, B, e B,. 
excentricidade: é o número e dado por 


Como c< a, temos sempre 
0O<ec<l 


Conforme o valor da excentricidade 
elipse pode ter uma forma mais arredon- 
“dada ou mais afilada. Este fato é ilustrado 
“na figura 13.5 onde 2a é mantido fixo e 
variamos a distância focal 2c. Note que à 
medida que os focos se aproximam, isto é, 
a excentricidade diminui, a forma da 
elipse vai ficando parecida com a da cir- 
cunferência. No capítulo 15 veremos com 
mais detalhe a importância do conceito 
de excentricidade. 


excentricidade se aproxima de 1 
excentricidade se aproxima de O 


Fig. 13.6 
De fato, observando na figura 13.6 o triângulo retângulo B;CF,, vemos que 
des, =b, êcr, =e e ôB,F; = a 
Assim, a relação 13.1 é a expressão do Teorema de Pitágoras. 


Exercícios Resolvidos 


13.1) Uma elipse Em eixo maior medindo 10 e eixo menor medindo 6. Calcule: 
a) distância focal 
b) excentricidade 
Solução 
a) Temos 2a = 10 e 2b = 6. Portanto: ã 
a=5 e b=3 
Pela relação 13.1 vem: 
$2=32+02 


Donde: c=4 
Portanto a distância focal é 2c=8 


d) e nt.A 
a 5 


13.2) Na definição de elipse, impusemos que os focos F; e F; são pontos distintos. Discuta o 
que aconteceria se permitíssemos F; = Fa. 


Solução 


Seja P um ponto qualquer da elipse. Devemos ter 
ôpr, * Opr, = 28 


Se os pontos F; e F; forem coincidentes (F; = F5) teremos: 


ôpr, + ôpr, = 28 


ou: 2ôpr, = 2a á 
ou ainda: dpr, =a 


Obteríamos desse modo uma circunferência de centro F; e raio a. 


13.3) Ao definirmos elipse, consideramos em um plano dois pontos distintos F; e Fa, separa- 
dos pela distância 2c, e um número 2a tal que 


2a > 2c 


13.4) 


13.5) 


Assim, a elipse é o conjunto de todos os pontos P do plano tais que 
ôpr, + ôpr, = 22º (D 


Verifique que figura representaria a condição (I) se permitíssemos que: 


a) 2a = 2c 

b) 2a <2c 

Solução 

a) Se 2a = 2c, a condição (I) poderia ser EF; P E, 
escrita: qu 


l I 
dpr, K dpr, = 2c ] I 


e assim, é fácil perceber que o ponto P deveria estar sobre o segmento FF, Portanto, 
neste caso, a condição (1) representa o segmento FF, 


b) Se 2a < 2c, deveríamos ter 
dpr, * ôpr, < 20 


o que, obviamente, é impossível. Neste caso, a condição (1) representa o conjunto 
vazio. 


Considere o conjunto de todos os pontos P(x; y) do plano cartesiano, tais que 


Va-D+y-12+ vx-Gg+iy-4 =6 


Que figura é esse conjunto de pontos? 


Solução 
Consideremos os pontos Fy(2; 1) e F(6; 4). Assim, podemos escrever: 


Vo -D+y-1? =p e V-62+0-42 = pp, 
Podemos calcular a distância 2c entre os pontos F; e Fa: 
Ze = 0pr,= 2-60)2+(A-4)=s 
Fazendo 2a = 6, a condição (dada pelo problema) 
Vae-+g-12 + Va-60M+y-42 =6 
pode ser escrita: 
. ôpr, já ôpr, = 2a 


com 2a > 2c. Portanto, trata-se de uma elipse cujos focos são Fj e F; e cujo eixo 
maior mede 6. 


Determine a equação de uma elipse cujos focos são os pontos Fi(-1; 1) e Fl; 2), 
sabendo que o comprimento do eixo maior é 2a = 4. 
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ad 
Solução 


Sendo P(x; y) um ponto qualquer 
da elipse, temos: À 


dr, = Ve + D+ - 1? 
Sp, = VA = D2+ 0-2? 


Pela definição de elipse 
devemos ter: 


ôpr, * Opr; = 28 


Assim: 
dpr,tôpr, = 2a + Va++gy-12+V (x 12+(y-2)2 =4 ++ 
e» Vx2+y2+2x-2y+2 + Vx2+y2-2x-4y7+5 =4 =» 

(NWx2+y2+2x-2y+2)2 =(4-V x2+y2-2x-4y+5 Pe 
x2+y2+2x-2y+2=16-8WVx2+y2-2x-4y+5 + 

+x2+y2 -2x-4y+5 <=» 
8Vx2+y2-2x-4y+5 = -4x-2y+19 > 
(8Vx2+y2-2x-4y+5) =(-4x-2y+19)? + 
64x2+ 64y2 — 128x'- 256y + 320 = 16x2+ 


+4y2+16xy- 152x- 76y +361 «= 
48x? + 60y2 - 16xy + 24x - 180y - 41 = 0 


114 


; 101 


Exercícios Propostos 


13.6) Uma elipse tem eixo maior medindo 6 e eixo menor medindo 4. Calcule: 


a) distância focal b) excentricidade 
13.7) Uma elipse de excentricidade e = E tem eixo menor medindo 20. Calcule: 
a) medida do eixo maior b) distância focal 


13.8) Sendo (x; y) um ponto qualquer do plano cartesiano verifique, em cada caso a seguir, 
" que figura representa a equação dada. 


a Vix-6+(y-12 +Vix-8B+(y-42=7 
DVa-+y-2 + Va-62+(y-102 =5 
O vix-D+(y-72 + Vix-62+(y- 102 =4 


13.9) Determine a equação da elipse cujo eixo maior mede 6 e cujos focos são os pontos 
(-2; -1) e (1; 2). 


13.4 —ELIPSE DE CENTRO NA ORIGEM E FOCOS NO EIXO Ox 


Consideremos uma elipse cujo cen- 
tro está na origem do sistema de coorde- 
nadas e cujos focos estão sobre o eixo 
Ox. Sendo P(x; y) um ponto qualquer da 
elipse temos: 


ôpr, + ôpr, = 2a 
Mas: Fi(-c;o) e Fi;(c; o) 


Fig. 13.7 


ôpr, 5 Vea +o+(y-0) = Vx)+2x+c)+y? 
sena al 2 3 =Vwx-Ixto+yi 
dpr, = V(x- o +(y-0) = vxº-2Zex+cê+y 


Portanto: 


ôpr, t Opr, = 28 ++ Vx2+2x+ci+y? + Vx?-2x+tci+y"=2a e» 
— Vxº+2x+c+y) =22-Vx)-2ex tc +y* es 
e (Vx+2x+c+y! )P =(22a-Vxº-2ex+tcl+y? ) e» 
e x2+2cx+tci+y?=4a2-4aV x?-2ex +c?+y? + 
+x)-2x + ci +y? es 
e avx)-2x+c+y* =a-cx e» 
— a(x?-2x + cl +y?)=(22-cx)? e» 
e (22 - cx? taty? =0H2? - c?) e» bx? + a?y? = ab? 
b2 b2 
Dividindo todos os termos desta última equação por a?b? obtemos: 


que é a chamada equação reduzida da elipse de centro na origem e focos no eixo Ox. 


Exemplos 
a) Para a elipse da figura ao lado 
temos: 
a=2 eb -- 


Portanto, sua equação reduzida é 
2 


E ÃO 
a qa “4 
(5) 


x? y? 
ou: a a” 1 (1 
4 


Se eliminarmos os denominadores podemos chegar na equação 
9x? + 167? = 36 (II) 
ou ainda: 9x? + 16y? - 36 = 0 (II) 
As equações (1), (II) e (III) representam a mesma elipse mas apenas a equação 
(1) é chamada de equação reduzida da elipse. 


b) Para a elipse da figura ao lado 
temos: 


a=5 tre=4 


Como a? =b?+c? vem: 
b2=a2- 03 =52.42=9 


Assim, a equação reduzida da elipse é: 
x? 


2 
DE me pa 
LÃ TE 


| 


13.5 — ELIPSE DE CENTRO NA ORIGEM E FOCOS NO EIXO Oy 


Para obtermos a equação da elipse 
neste caso poderíamos seguir o mesmo 
procedimento do item anterior. No en- 
tanto é mais prático aproveitar o resultado 
do item anterior, permutando as variáveis 
xey. Assim, podemos dizer que a equação 
reduzida de uma elipse com centro na 
origem e focos em Oy é: 


Exemplo 


A equação reduzida da elipse ao 
lado é: 


à a 
ou: gd 


Exercícios Resolvidos 


13.10) Dê as coordenadas dos focos das elipses cujas equações são dadas a seguir: 


o Ms 2 2 - 
9 55 "165 c) 9x2 + 4y2 = 36 
DE SE into d) 5x2+ 4y2- 20 =0 
25 * 36 » 
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E 
Vaso a! 


b) 


e) 


25=52 e 16 =42 


Como 5 >4, temosa=5eb=4,e 
concluímos que se trata de uma elipse 
com centro na origem e focos no eixo 
Ox. De 


a2=b2+ c2 
tiramos c2=a2?-b2=52-42=9 
e portanto: c=3 
Portanto, os focos são os pontos 
2 2 
25 *36* 1 
25 =52 e 36 = 62 


Como 6 >5, temosa=6eb=s5, 
e concluímos que se trata de uma 
elipse com centro na origem e focos 
no eixo Oy. 
c2=a2-b2=.62-52=11 

Portanto: c=Vll 

Os focos são os pontos (0; V 11) e 
(0;-V 11). 


9x2 + 4y2 = 36 


Para obtermos a equação reduzida da elipse, vamos dividir todos os termos da 


equação dada por 36: 


9x2  4y2 
2 2 = — e 
9x2 + 4y 36 emb + e 
Temos: 4=22e9=32 
Portanto:a =3eb=2 


Vemos então que se trata de uma 

elipse de centro na origem e focos no 

no eixo Oy. 
c2=a2-b2=9-4=5 


Daí: ces 


Concluímos então que os fi são 
os pontos (0;WV 5) e (0; PÉ 


(-3; 0) e (3;0). 


36 
36 


x2 


4 


5x2 , 4y2 20 3 ext 
2 Bs = 2 É a Dr fp a a = 
d) 5x2 + 4y2-20=0 <+>5x2+4y 20 = o * 30 ET gas ido 1 


4=2 e s=(V5) 

Portanto, como WS >2, temos 
a=V5 e b=2 

Trata-se então de uma elipse com 
centro na origem e focos no eixo Oy. 
c2ê=a?-b2=5-4=1 

Daí: c=1 

Concluímos então que os focos são 
os pontos (0;1) e (0;-1). 


Exercícios Propostos 


13.11) Dê as equações das elipses cujos desenhos são dados a seguir: 


13.12) Dê as coordenadas dos focos das elipses cujas equações são dadas a seguir: 


x ,y2 É > so 
9 49 *t3671 e) 3 + 4 1 
pE+.L.s f) 3x2 + 4y2=1 

64 81 
9 H+yi-i g) 9x2+ 1072 - 6 = 0 
E ny sd R 
dy under 1 1 


13.13) Uma elipse de excentricidade e = > tem centro na origem, focos no eixo Ox e eixo maior 


medindo 12. Determine sua equação. 


13.14) Uma elipse tem centro na origem e focos no eixo Ox. Determine a sua equação sabendo 
que ela passa pelos pontos (0; -2) e (3; 0). 


13.15) Uma elipse com centro na origem tem ur foco no ponto (3; 0) e um vértice no ponto 
(=7; 0). Qual é a sua excentricidade? 


13.16) Determine a interseção da reta de equação 3x - 4y - 12 = O com a elipse de equação 


2 
13.17) Consideremos a elipse de equação ç +y2=1. Determine as equações das retas 


que passam pelo ponto A(2;2) e são tangentes à elipse. 


13.18) Determine as equações das retas que passam pelo ponto A(3; 2) e são tangentes à elipse 
2 
de equação T +y2=1. 


13.19) Consideremos uma reta r de equação x - 2y - 1 = O. Determine as equações das retas que 
são paralelas a r e são tangentes à elipse de equação 


Mude a 
id” da 


13.6 — EQUAÇÃO DA ELIPSE COM EIXO MAIOR HORIZONTAL 


Num sistema de coordenadas xOy consideremos uma elipse de centro 
C(xç; Yc) e eixo maior horizontal (figura 13.9). 


Fig. 13.9 Fig. 13.10 


Consideremos em seguida um outro sistema x'Cy' cuja origem é o centro € 

da elipse e tal que o eixo Cx' seja paralelo a Ox e o eixo Cy' seja paralelo a Oy 
(figura 13.10). Conforme vimos no item 13.4, a equação da elipse em relação ao 
sistema xCy' é 

x dg 

| = 0 


Mas. de acordo com o que foi visto no capítulo 7, temos: 
X=x-X e Y=y-Yo 


* Substituindo na equação (1) obtemos a equação 


que é a equação da elipse em relação ao sistema xOy. Chamaremos a equação 13.4 
de equação reduzida da elipse e assim, a equação 13.2 pode ser considerada caso 


particular da equação 13.4. 


13.7 — EQUAÇÃO DA ELIPSE COM EIXO MAIOR VERTICAL 


Consideremos uma elipse de centro 
C(xc:; Yc) € eixo maior vertical (figura 


13.11). Seguindo o mesmo procedimento 
do item anterior, podemos concluir que a 
equação reduzida dessa elipse é 


(Fig. 13.11) 


13.20) Dê as equações das elipses cujos desenhos são dados a seguir: 
a) b) 


a) Do desenho percebemos que a elipse tem eixo maior horizontal cuja medida é 
2a = 4 e tem eixo menor medindo 2b = 2. Vemos também que o centro é o ponto 
C(3; 2). Assim: 


a=2, b=1, Xç=3 e yYc=2 


Consideremos então a equação 13.4: 
G-*0 W-y0? 
+ 
a b 
Fazendo as substituições obtemos: 


2 2 
73 + 4-2 Ea 


Se eliminarmos os denominadores e desenvolvermos os quadrados, chegaremos à 
x2+4y2-6x-16y+21=0 


=1 


b) A elipse tem eixo maior vertical e: 
a=4, b=2, XÇ=5 e Yc=6 
Tomemos então a equação 13. ps 
G-yg y e (x - E 
a? 


Fazendo as substituições: 
y-,W-82 0, 


Desenvolvendo os quadrados e eliminando os denominadores obtemos: 
4x2 + y2- 40x - 12y + 120 = 0 


13.21) Consideremos uma elipse cuja equação é 
x2+9y2-8x-36y+43=0 
Obtenha sua equação reduzida. 


Solução 

Vamos agrupar os termos da equação dada, do seguinte modo: 

(x2 - 8x) + (9y2 - 36y) = -43 

Observe que a expressão do primeiro parênteses será transformada num quadrado 
perfeito se somarmos a ela o número 16. No segundo parênteses, devemos somar 36. A 
equação fica: 

(x2 - 8x + 16) + (9y2 - 36y + 36) = -43 + 16 + 36 

ou: (x-42+9(y2-4y +4)=9 
ou ainda: (x-4)2+9y -2)2=9 
Dividindo todos os termos por 9 obtemos: 


2 2 
«4 ,9-D., 


Nesta equação é fácil perceber que: 
a2=9 e b2=1 


e que o centro é o ponto C(4; 2). 


Exercícios Propostos 


13.22) Dê as equações das elipses cujos desenhos são dados a seguir: 
a) 


, 13.23) Uma elipse, cujo eixo maior é vertical, tem centro C(-1; 1), excentricidade e = E e eixo 


menor de medida 6. Dê a equação da elipse. 


13.24) Uma elipse de eixo maior horizontal passa pelos pontos (0;-1) e (3; 1). Dê sua equação 
sabendo que o centro é o ponto (3;-1). 
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13.25) Uma elipse tem equação 
x2+2y2+2x-4y-7=0 
Determine: 


a) coordenadas do centro 
b) coordenadas dos focos 
c) excentricidade 


13.26) Determine as coordenadas do centro e dos focos da elipse cuja equação é: 
3x2 + 2y2+ 12x +4y+8=0 


13.27) Dê a equação reduzida da elipse cuja equação é: 
9x2 + 25y2 - 36x + 50y — 164 = 0 


13.8 — EQUAÇÕES PARAMÉTRICAS 


Uma elipse de centro na origem e 
focos no eixo Ox pode ser representada 
pelo par de equações paramétricas 


onde 0O<t<27. 


Fig. 13.12 


x 
x=a iso LÓ cos t 

De fato, temos: 
y=bsent - = sent 


Elevando ao quadrado obtemos: 
2 2 
E =cos?t e da = sen?t 


Somando membro a membro estas duas últimas equações: 


3 wi 
E 4% = cost + sent 
a 

: 
x 
isto é: a a =1 


Observemos ainda que se 0 < t < 27, tanto sen 1 como cos + assumem todos os 
valores do intervalo [-1; 1], isto é: 


-|] < cost<l e -I<sent<l 
Portanto: -a<acost<a e -b<bsent<b 
ou: -a<xx<a e b<xy<b 


Isto quer dizer que a variável x assume todos os valores do intervalo [-a; a] e 
a variável y assume todos os valores do intervalo [-b; b]. Daí concluímos que as 
equações 13.6 representam a elipse “inteira”. 

Das considerações anteriores é fácil 
concluir que uma elipse como a da figura 
13.13 pode ser representada pelo par de 
equações paramétricas 


Xx= xo tacost 
y=yctbsent 


com O <t< 27, 


Fig. 13.13 
Discutimos acima apenas o caso em que a elipse tem eixo maior horizontal. 
Mas considerações semelhantes podem ser feitas para uma elipse de eixo vertical. 


Exercícios Resolvidos 


13.28) Sendo 0 <t < E , verifique a figura representada pelo par de equações paramétricas 


x =3cost 
y=2sent 
Solução 


Se não houvesse restrições sobre a variável t, as equações dadas representariam a 
elipse da figura a. Porém, para 0<t < 5 temos: 


0 <cost<1l e O<sent<l 
ou: 0<3Icost<3 e 0O<2sent<2 
ou ainda: 0<x<3 e 0<y<2 


Portanto as equações dadas representam o arco de elipse da figura b. 


Fig. a 


13.29) O que representa o par de equações paramétricas | 
[ =5+2 cost | 
y=6+4 sent 
com O<t< 27? 
Solução 
5 


x=5+2cost es E2 = cost 


y-6 
4 


Temos: 


y=6+4 sente» = sent 


Daí: 


ES = cost e fra = sen?t 


Somando membro a membro: 


av: - 62 
e + CL. cost + sent = 1 


Trata-se portanto de uma elipse 
de centro C(S; 6), eixo maior vertical, 
cuja medida é 8 e eixo menor de medida 
4. Devemos ressaltar que se trata da 
elipse “inteira”, pelo fato de 


0O<t<27r. 


Exercícios Propostos 


13.30) Represente as figuras cujas equações paramétricas são dadas a seguir: 


x=4cost 

a) pi onde 0O<t<27 
x=3cost 

a pra onde 0O<t<T 


13.31) Sendo O <t < 27, dê as equações reduzidas das elipses cujas equações paramétricas 
são dadas a seguir: 


Y x=-4+8cost b) x=2+6 cost 
y=10+9 sent 


y=7+5 sent 


13.9 —INEQUAÇÕES 


Consideremos uma elipse de centro 
na origem e focos no eixo Ox. Conforme 
vimos, sendo P(x; y) um ponto qualquer 
da elipse temos: 


ôpr, * pr, = 


Consideremos agora um ponto A(x; y) situado no interior da elipse. É óbvio 
que neste caso temos 


+8 +8 


dar, * dar, < Opr; 


isto é: dar, Es dar; e 20 


PF, 


Desenvolvendo a relação (1), chegaremos a: 


Eslci 


Por considerações análogas, podemos concluir que, para um ponto B(x; y) 
qualquer no exterior da elipse, vale: 


E k>i 
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Em resumo, dado um ponto P(x; y) qualquer do plano, temos: 
O 2 2 
P está sobre a elipse Ed +ãs 1 


2 
P está no interior da elipse Se +L<i 


b? 
P está no exterior da elipse 


A discussão acima foi feita para uma elipse de centro na origem e focos no 
eixo Ox. Porém, conclusões semelhantes valem para elipses em outras posições. 


Exercícios Resolvidos 


13.32) A os pontos (x; y) que satisfaçam a condição dada em cada caso a seguir: 


2.r 
Ti 9 36 +16 <1 
b) = L > 1 
Solução 
a) Em primeiro e verificamos que a equação 
çãas 
e 16 * 


representa a elipse da figura a. 


2 2 
Portanto, a inequação E E | representa o interior da elipse (figura b). 
36 16 


Fig. a Fig. b 


b) A inequação X- E + >1 representa 
o exterior da elipse de equação 


a se 
AT a 


Neste caso temos a elipse reunida 
com o seus pontos interiores. 


13.33) Represente a região do plano correspondente à condição 
9x2 + 4y2 - 54x - 32y + 109 <0 


Solução 
Em primeiro lugar verificamos que: 
9x2 + 4y2 - 54x - 32y + 109 <0 
= 972 2 
e Mar, + Sia É <1 


Portanto, a condição dada repre- 
senta a elipse de equação 


GO 4, 


reunida com o seu interior. 


presente os pontos (x; y) que satisfazem a condição dada em cada caso a seguir: 
a) 9x2+4y2 - 36 <0 

b)x2+4y2-6x-8y+920 

13.35) Represente graficamente a solução de cada sistema a seguir: 


a) x2+4y2-16 <0 d) 4x2+9y2-36 <0 
x-4y +4<0 x2+y2-4>0 


Capitulo | 
Hipérbole 
pa) 


14.1 — DEFINIÇÃO 


Consideremos sobre um plano « 
dois pontos distintos F, e F. cuja dis- 


tância é igual a 2c. Consideremos ainda ep 
f 3 
um número real 2a tal que Fig. 14.1 
0O<2a< 2% 


O conjunto de todos os pontos P desse plano, tais que 


recebe o nome de HIPÉRBOLE 
Para a hipérbole da figura 14.2 temos: 


dar, - dars! = 2a 


Iôgr, - ôpr,! = 24 


ôcr, - der)! = 2a 


onde 4, Be € são pontos quaisquer da hipérbole. 


Sejam A; e A; os pontos da hipér- 
bole que estão sobre a reta RA (figura 
14.3). Pela simetria da hipérbole é fácil 
concluir que 


ô 


dA * Paga 


Por outro lado devemos destacar 


que 
hs = 2a 
De fato, temos: 
EVT - dar E dE sg dAF; s dA Ú WA m WA = 


Ni case PD gas 


14.2 —- NOMENCLATURA 


Fig. 14.4 


focos: são os pontos F, e F; 

distância focal; é a distância 2e entre os focos | 
centro; é o ponto médio C do segmento EF, 

vértices: são os pontos A; e A» 

eixo real (ou transverso): é o segmento ArÃa, cujo comprimento é 2a 
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eixo imaginário (ou conjugado): é o segmento BB, mostrado na figura 14.4, cujo 
comprimento é 2b. O valor de b é definido pela 


relação 


onde c, a e bsão as medidas dos lados do triângulo 
retângulo sombreado na figura 14.4. O eixo ima- 
ginário constitui um elemento artificialmente in- 
troduzido na figura com a finalidade de simplificar 
a equação da hipérbole, conforme veremos mais 
adiante. 

— assíntotas: são as retas que contêm as diagonais do retângulo de referência (mos- 
trado na figura 14.5). Estas duas retas apresentam a seguinte particula- 
ridade: à medida que consideramos pontos da hipérbole mais afastados 
dos focos, nota-se que eles se aproximam das assíntotas, embora a hi- 
pérbole nunca chegue a cortar essas retas. Vamos chamar o ângulo 0 
assinalado na figura 14.5, de abertura da hipérbole. 


End =) O 


(Fig. 14.5) 


excentricidade: é o número e dado por 


Observando que c > a, concluímos que e > 1. (Compare com a 
elipse, onde O < e < 1). A excentricidade da hipérbole está rela- 
cionada com sua abertura. Na figura 14.6 temos duas hipérboles 
cujos eixos reais têm a mesma medida. Na 
primeira, os focos estão mais afastados 
um do outro, de modo que a excentricida- 
de é maior e a hipérbole apresenta os seus 
ramos “mais abertos”. Assim, quanto 
maior a excentricidade, maior a abertura. 


Fig. 14.6 


hipérbole equilátera;é a hipérbole cujos eixos real e imaginário têm a mesma medi- 
da, isto é: 


b=a 
Neste caso o retângulo de referência é 


um quadrado e portanto as assíntotas 
são perpendiculares. 


Fig. 14.7 


Exercícios Resolvidos 


14.1) Uma hipérbole tem distância focal 2c = 10 e eixo imaginário de medida 2b = 6. De- 


14.2) 


termine: 
a) a medida do eixo real 
b) a excentricidade 
Solução 
a) Temos: 

E =6 esb=3 


20 =10 <=+c=5 
Pela relação 14.1; 
=a2+b 
ou: 5S2=a2+32 


0 —— — — 
º 


| 


donde: a=4 


Portanto, o eixo real tem medida 2a =8 


Calcule a excentricidade de uma hipérbole equilátera. 


Solução 


Neste caso devemos ter a = b. 


Portanto: 

c2=a2+b2=aZ+a?= 2a? 

Donde: c=av2 Fre- 
Assim 


14.3) Consideremos dois pontos distintos F; e F; num plano, separados pela distância 2e. 


Seja 2a um número real tal que 2a 20. 


Consideremos a figura formada por todos P 
os pontos P desse plano tais que EAR 
Ed A 
ma = ao N 
| pr, - Opr,! = 2a Ei x 
Fire” F 
Ig , 2 
1 1 
) 2c 1 
[——— a o 


c) 


d) 


Verifique que figura é essa em cada um dos casos a seguir: 


a) 0<22<2 
b) 2a =0 
c) 2a = 2c 
d) 2a > 2c 


Solução 
a) 0< 2a <2c 

De acordo com o que vimos anteriormente, neste caso a figura é uma hipérbole. 
b) 22 =0 

Aqui temos: 


lôpp, - Opry! = 28 <= |ôpp, - Oppo | = 0 => Bop, = ôpr; 


Neste caso então, a figura for- 
mada é a mediatriz r do segmento 
FiF 


2a = 2c 
Neste caso: 


ôpr, - ôpr,!= 2a <=> ôpp, - ôpp, = 2c 


A figura formada é a reunião 
das duas semi-retas assinaladas na fi 
gura ao lado 


2a > 2 
Aqui temos: 
ôpr, á ôpr;! = 2a 
8pr, = ôpry! > 2 
' 2a >2c 


Esta última desigualdade é, obviamente, falsa para qualquer ponto P do plano. 


Portanto a “figura” neste caso é o conjunto vazio 


14.4) Em um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais, os pontos Fi(1;2) e Fx(4; 3) são 
os focos de uma hipérbole cujo eixo real mede 2a = 2. Determine a equação dessa 
hipérbole. 


Solução 


A distância entre os focos é; 


Z =p =VO-4+ (2 -32=v10 


Como 2a = 2, temos O < 2a <2ce por- 
tanto os dados do problema estão coe- 3 
rentes, Pela definição, sendo P(x; y) um 
ponto qualquer da hipérbole, devemos 
ter: 


ôpr, - ôpr)! = 2a 


Mas: ôpr, = V O - D+ - 22 e dpr, = V(K-492+ (32 


Ássim: 
lôpr,-ôpr;l=2a + ôpp, - Op, =£2a ++ Ôpy, = ôpp,£2a +=» 


= vVa-I+y-2=V(-42+(y-3)2 *2 e» 
2 2 
e [Vx-1)2+(y-22] =[V(x-492+(y-3)2+2] +» 
e (x-1)2+(y-22 = 
=(x-P+y- LAVA = 344 6 
= +2V(x-4)2+(y-3)2=3x+y-12 + 
— [t2vx-92+(y-32P=[3x+y-12P +» 


<> -5x2+ 3y2- 6xy + 40x - 44 =0 


Exercícios Propostos 


14.5) Uma hipérbole tem eixo real medindo 8 e eixo imaginário medindo 10. Calcule: 
a) a distância focal 
b) a excentricidade 


14,6) Uma hipérbole de excentricidade + tem eixo imaginário medindo 4. Determine: 


a) medida do eixo real 
b) distância focal 


14.7) A medida do eixo real de uma hipérbole eqjilátera é 20. Calcule a distância focal. 
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14.8) A hipérbole da figura ao lado tem dis- 
tância focal igual a 4V'5 e eixo real 
medindo 8. Determine o valor aproxima- 
do do ângulo O formado por suas assín- 
totas (use a tabela do final do livro) 


14.9) Dê a equação da hipérbole cujos focos são Fi(-2; -1) e FX3; 1), sabendo que seu eixo 
real mede 3. 


14.10) Verifique a figura representada por cada equação a seguir: 


a IVa-D+gy-D-vVa-02+gy-4l=4 
Dive-n+g-n-vVa-+y-4pPl=s 
o Va-n+y-D2-Va-02+0 -42l=6 
o lVa-D+gy-12-Va-62+y-42I=0 


14.3 — HIPÉRBOLE DE CENTRO NA ORIGEM E FOCOS EM Ox 


Consideremos uma hipérbole cujo centro está na origem do sistema de coor- 
denadas e cujos focos estão noeixo Ox. 


Fig. 14.8 


Temos: 
Fi(-c;0) e Fc; 0) 


Sendo P(x; y) um ponto genérico da hipérbole, vem: 


ôpr, =V(x+0) +y? e ôpr, = V(x-P+y? 
Pela definição de hipérbole: lôpr, - dpr,! = 2a. 
Assim: 
pr, — Opp;! = 28 e ôpr, - Opr, = £ 2 > ôpr, = ôpr, £ 2a = 
es v(x+o+y? =V(x-c2+y? +2a <= 
2 
= Ve+P+yf=[Ve-)+y +24] — 
es (xteo+y?=(x-c) + - 
+ytdav(x- cry? ta es 
estav(x-c)+y?=cx-a” es 
2 2 
es[tav(K-9+y'] =[cx - 22] e 
eo (cd -a)x? - ay? =a - a! e» 
RN E O 1 7 
e (cº - ax? - ay? =aÃc - a?) e» 


b2 b2 
= bx? - a?y? = 2%? 


Dividindo todos os termos desta última equação por a?b?, obtemos: 


(14.2) 


que é a equação reduzida da hipérbole. 


Exemplo 
Para a hipérbole da figura ao lado 
temos: 


a=9 e c=d2 
Como ci=a?+b? vem: 
b2=c?-a2=122-92=63 


donde: b=v 63 =3/7 


2 2 2 
din d Ea 
DZ I, isto é, 817 63 l. Se 


eliminarmos os denominadores, obteremos a equação: 
7x2 - 9y? - 567 =0 


2 
A equação reduzida dessa hipérbole é a - 


14.4 —- HIPÉRBOLE DE CENTRO NA ORIGEM E FOCOS EM Oy 


Consideremos uma hipérbole cujo 
centro está na origem do sistema de coor- y 
denadas e cujos focos estão no eixo Oy. 
Para obtermos sua equação podemos apro- 
veitar a discussão do item anterior, per- 
mutando as variáveis x e y. Assim, neste 
caso, a equação reduzida da hipérbole é: 


Exemplo 


Para a hipérbole da figura ao lado 
temos c= 8e a = 6. Portanto: y 


b?=c?.a2=8º. 62 =28 


Essa hipérbole tem equação reduzida: 
É sa 


y x 
da do 

2 2 
O. 
ou: 36" 28 | 


Se eliminarmos os denominadores obteremos a equação: 
7y? - 9y? - 252 =0 


Exercícios Resolvidos 


14.11) Uma hipérbole tem equação 5x2 - 4y2 - 80 = O. Dê a equação reduzida e as equações, 
das assíntotas. 


Solução 


5x? 4y2 80 x2 à 
2. 4y2- =0<+5x2- 4y2= quilo atos ques ao 1 = 


Obtivemos uma equação reduzida que 
tem a forma da equação 14.2. Portanto 
trata-se de uma hipérbole com centro na 
origem, focos no eixo Ox, tal que 


a2=16 e b2=20 


donde: a=4 e b=V20 245 


Assim: ci=aZ+b2=16+20=36 
ou: c=6 


As assíntotas passam pela origem e portanto devem ter equação do tipo 
y = mx 


Uma das assíntotas tem coeficiente angular 


e a outra tem coeficiente angular 


pátio Ad e a = A x 
a 4 2 
As equações das assíntotas são portanto: 


ma 


14.12) Dê a equação reduzida e as equações das assíntotas da hipérbole de equação 
16x2 - 9y2 + 144 = 0. 


Solução 
16x2 9y2 -144 
2 9v2 = RR Psi SR e 
16x2 - 9y2 + 144 = 0 <=> 16x2 - 9y 144: em > 77 dades o <= 
A RR. 
ET TT Maia CE 


Obtivemos uma equação reduzida que 
tem a forma da equação 14.3. Portanto, 
trata-se de uma hipérbole de centro na 
origem e focos no eixo Oy, tal que 


a2=16 e b2=9 
donde: a=4 e b=3 


Assim: c=Val+b2=5 


Como as assíntotas passam pela 
origem, suas equações são do tipo 


y=mx 


Uma das assíntotas tem coeficiente 


angular 
x 4 
cdr 
e a outra tem coeficiente angular 
a 4 
a 


As equações das assíntotas são então: 


E MPR 
3 a 


Exercícios Propostos 


14.13) Dê as equações reduzidas das hipérboles desenhadas a seguir: 
a) b) 


14.14) Dê as equações das assíntotas das hipérboles do exercício anterior. 


14.15) Uma hipérbole tem centro na origem, eixo imaginário medindo 10, focos no eixo Oy e 
excentricidade 3 - Dê sua equação. 


14.16) Uma hipérbole eqiiilátera tem centro na origem e focos no eixo Ox. Sabendo que a 
distância focal é 6, dê sua equação. 


14.17) Dê a excentricidade de uma hipérbole cujas assíntotas têm equações y = têx. 


14.18) Determine a excentricidade e as equações das assíntotas das hipérboles cujas equações 
são dadas a seguir. 
a) 5x2- 4y2- 20 = 0 c) 2y2- 3x2 = 6 
b) x2-y2=4 d) 12x2- 4y2+3 =0 


14.19) Determine as interseções da hipérbole de equação x2 - y2 = 4 com a reta de equação 
x-2y+2=0. , 


14.20) Consideremos a hipérbole de equação 2x2? - y2 = 2 e a reta r de equação 3x -y +5=0. 
Determine as equações das retas que são paralelas a r e tangentes à hipérbole. 


14.5 — EQUAÇÃO DA HIPÉRBOLE COM EIXO REAL HORIZONTAL 


Consideremos uma hipérbole de eixo 
real horizontal e centro C(xç; Yo). Para 


obtermos sua equação podemos adotar o 
sistema de coordenadas x'Cy' como mos- 
tra a figura 14.10. De acordo com o que 
vimos no item 14.3, a equação da hipér- 
bole em relação ao sistema x'Cy' é: 


GY E (y)? = (1 


a 


HC 


Mas: X=X-X0 € yY=Y-Y 
Fig. 14.10 


Substituindo em (I) obtemos: 


(144) 


que é a equação reduzida da hipérbole, em relação ao sistema xOy. 


— Consideremos uma hipérbole de 
eixo real vertical e centro C(xç,; yç). Para 


obtermos sua equação podemos aprovei- 
tar o resultado do item anterior, permu- 
tando as variáveis x e y. Assim obtemos: 


Fig. 14.11 


Exercícios Resolvidos 


14.21) Uma hipérbole de eixo real horizontal e centro C(9; 7) tem eixo imaginário medindo 


2b = 4 e eixo real medindo 2a = 8. Obtenha: 


a) equação da hipérbole 
b) equação das assíntotas da hipérbole 


Solução 


2a =8=+a =4 


a) Temos: [1 4 sb =? 


wt------———— 


[o] 


A hipérbole tem eixo real horizontal; 
portanto sua equação é 


te Gar, 


isto é: T6 4 


Se desenvolvermos os quadrados e eliminarmos os denominadores, obteremos: 


x2-4y2- 18x +56y -131=0 


ei dc 


b) As assíntotas passam pelo centro C. Portanto, suas equações são da f 
y-Yc=m(x-xo) 
isto é: y-T=m(x-9) OD 
Para uma das assíntotas o coeficiente angular é 
b 2-1 


m=" == 


a £"7 
Para a outra assíntota, o coeficiente angular é e 
1 


m:-—= -— 
id 


2 
Substituindo em (1) obtemos as equações das duas assíntotas: 


1 1 
pe Tegaem € yeTe-tta- 


Uma regra prática para obter as equações das assíntotas é fazer o seguinte: 


“na equação reduzida, substituí- 
mos o número 1 do segundo mem- 
bro pelo número 0”. 


No nosso caso, a equação reduzida da hipérbole é 


«-9 g-n2, 
16 4 


Assim, as equações das assíntotas são dadas por: 


«-92 (y-12 


T6 E 


Mas: 


no a =D GATA ao SRD 


E “4 a 4 r maine: pl 


á ey-1=t1(x-9) 
CM 
Obtemos então as assíntotas: 


y-1=56-9) e y-7=6-9) 


! 14.22) Uma hipérbole cujo eixo real é paralelo a um dos eixos coordenados tem eq 
3x2-y2-6x-4y+2=0 
Determine sua equação reduzida. 


Solução 
Vamos agrupar os termos da equação dada do seguinte modo: 


(3x2 - 6x) - (y2 + 4y) = -2 
Note que a expressão do primeiro parênteses ficará quadrado pe pe: 


Assim temos: 

(3x2 - 6x +3)-(y2+4y +4)=-2+3-4 
ou: Mx-1)2-(y+2)2=-3 
Dividindo todos os termos por -3 chegamos a: 


(K-=12+Wy +22 
-1 sq, 


+22 = 
E EE RA 


1 


isto é: 1 
Esta última equação é do tipo da equação 14.5. Concluímos então que trata-se de 


uma hipérbole de eixo real vertical, com à2 = 3 e b2=1, istoé, a=V3 e b= 
=1. 


Exercícios Propostos 


14.23) 


14.24) 


14.25) 


14.26) 


14.27) 


Consideremos uma hipérbole cujo eixo real é horizontal, o eixo imaginário mede 6, o 
eixo real mede 8 e o centro é C(-2; 1). Determine: 


a) a equação da hipérbole 
b) as equações das assíntotas 


Uma hipérbole de centro C(4; -5) tem eixo real medindo 10, eixo imaginário medindo8 
e eixo real vertical, Determine: 


a) a equação da hipérbole 
b) a equação das assíntotas 


Uma hipérbole tem focos Fy(-3; 0) e F;(5; 0). Sabendo que sua excentricidade é igual a 
2, determine sua equação. 

Em cada caso a seguir é dada a equação de uma hipérbole de eixo real paralelo a um dos 
eixos coordenados. Determine, em cada caso, a equação reduzida, 


a) x2-2y2+6x+4y+3=0 
b) 2x2-3y2- 4x -30y-67=0 


Em cada caso a seguir é dada a equação de uma hipérbole cujo eixo real é paralelo a um 
dos eixos coordenados. Determine as coordenadas do centro e dos focos e as equações 
das assíntotas: 


a) 3x2 - 5y2+ 6x - 12=0 
b) x2-4y2+8y-20 =0 
co) 2x2-3y2+4x+6y-7=0 


"d)x2-2y2+4x+4y=0 


14.7 — EQUAÇÕES PARAMÉTRICAS 

Consideremos uma hipérbole de cen- 
tro na origem e focos no eixo Ox. Pode- 
mos representar parametricamente essa 
hipérbole pelas equações: 


(14.6) 


t = 7/2 
t = 37/2 


onde O<t <27 e [ 


Fig. 14.12 


De fato: 


2 
x 
x=aset ==» x? = a? sec?t on iba sect (1) 


2 
btgt == y? = b2tg?t — p= tg? (11) 


“a 
) 


Subtraindo membro a membro as equações (I) e (II) obtemos: 
2 


2 
Ê iz = sec?t - tg?t (III) 
Mas, da Trigonometria, sabemos que 
secit - tgit=1 
Portanto, a equação (III) pode ser escrita: 
Xu 
a po 
que é a equação reduzida de uma hipérbole, com centro na origem e focos em Ox. 
Porém, para termos certeza de que as equações 14.6 representam a hipérbole 


“inteira” e não apenas “uma parte”, devemos observar que, para O <t < 27 e 
n 37 
ts e t&=-, temos: 
2 Z o 
19) sect assume todos os valores reais com exceção do intervalo |-1; 1[ 
Portanto, a variável x dada por 
x =asect -a 0 a 
assume todos os valores reais com exceção do intervalo |-a; al. 


29) tg t assume todos os valores reais. Portanto, a variável y, dada por 
y=btgt 
também assume todos os valores reais. 


Para o caso de uma hipérbole com 
centro na origem e focos no eixo Oy, as Fa 
equações paramétricas são 


(14.7) 


Fi 


Fig. 14.13 


Para uma hipérbole de eixo real 
horizontal e centro Clxe; Yc) as equa- 


ções paramétricas são: 


x=xç tasect 
y=yctbtgt 


Fig. 14,14 
Se a hipérbole tem eixo real vertical 
e centro C(x; Yyc), as equações para- 


-< 
nm 
“ 


métricas são: 


| 


x=xo tbtgt 
yY=Yctasect 


Fig. 14.15 


Exercício Resolvido 


14.28) Sendo t um número real qualquer, tal que 
O<t<m e tato ta, 
dê a equação reduzida da hipérbole cujas equações paramétricas são: 
Pa 
y=8Btgt 
Solução 


2 
Em = x2 = 36 sec2t - dg = secit (D 


2 
y=Btgt > y2=64tg2t - Er = tg2t (1) 
Subtraindo membro a membro as equações (1) e (II) obtemos: 
2 y2 
5 Tag" seclt-tgit= 1 e 


p A nseElrA 
ortanto a equação reduzida é: 36 — 64 = À 


Exercício Proposto 
14.29) Seja t um número real qualquer, tal que: 
O<t<metHTe ted 


Dê as equações reduzidas das hipérboles cujas equações paramétricas são dadas a seguir: 


x= 5 sect x=4+6sect 
o( od 

v=4tgt y=-2+3tgt 

x=2tgt =-3+4tgt 
Dl ' a(o 's 

y=7sect y=1+9sect 


14.8 — INEQUAÇÕES 


Consideremos uma hipérbole de 
eixo real horizontal e centro C cuja equa-  yot----s——-|--—— 
ção reduzida é 


G«-x) (-yo) E 
a b? 


Fig. 14.16 


Pode-se demonstrar que a inequação 
«-x) G-yo) 
a 


representa a região do plano situada “entre” os dois ramos da hipérbole (figura 
14.17) e a inequação 

a? b 
representa a região do plano sombreada na figura 14.18. 


ap NA 2 
(x -x0) O Jo) Ss 


Fig. 14.17 | Fig. 14.18 


Conclusões análogas valem para uma hipérbole de eixo real vertical. 


Exercício Resolvido 


2 
14.30) Represente a região do plano que satisfaz a inequação Ea - + GA. 


Solução y. 
A equação JE «A = 1 represen- 
taa hipérbole tracejada na figura ao lado. a 


2 2 
Portanto a inequação - - + <1 repre- 


senta a região “entre” os dois ramos da 
hipérbole. ' 


14.31) Em cada caso a seguir, represente a região do plano que satisfaz a co 
pe CM, ny-E>1 
14.32) Resolva graficamente o sistema: 


Re = 
x2+y2<9 


Capítulo 


Cônicas 


15.1 — INTRODUÇÃO 


Consideremos uma superfície cônica 
circular reta de duas folhas, de vértice V, 
eixo z e ângulo de abertura medindo o 
(figura 15.1). Qualquer reta que passa 
pelo vértice e está sobre a superfície côni- 
ca, recebe o nome de geratriz da super- 
fície cônica. Na figura 15.1 as retas res 
são geratrizes. 

Chamamos de seção cônica (ou, 
simplesmente, cônica) a interseção da su- 
perfície cônica com um plano 7 qualquer. 

Suponhamos inicialmente que w não 
passe pelo vértice. Nesse caso pode-se de- 
monstrar que: 


19) Se w for perpendicular a z, a 
cônica é uma circunferência. 


2º) Se m for paralelo a uma gera- 
triz, a cônica é uma parábola. 


Fig. 15.3 


39) Se 7 cortar apenas uma folha 
da superfície cônica e não for paralelo a 
uma geratriz nem perpendicular ao eixo, 
a cônica é uma elipse 


Fig. 15.4 


Fig. 15.6 


Se o plano 7 passar pelo vértice, é fácil verificar que a cônica poderá ser: 


19) um ponto (o próprio vértice) 
2º) uma reta (uma geratriz) 
3º) duas retas concorrentes (duas geratrizes) 


15.2 - EQUAÇÃO DO SEGUNDO GRAU A DUAS VARIÁVEIS. 


Consideremos a equação 


onde 4, B,€, D, E e F são números reais. Consideremos ainda os números 6, He | 
dados por: 


A €/2 D/2 
G=|C)2 B E2|,H=4AB-Cº cel=A+B 
D/2 E/2 F 


Dependendo dos valores de G, H e 1, a equação 15.1 pode representar uma 
cunferência, uma elipse, uma hipérbole, uma parábola, duas retas, um ponto ou, 
da, o conjunto vazio. 

Damos a seguir (sem demonstração) a relação dos casos possíveis: 


o [E] 


Neste caso a equação representa duas retas ou um ponto ou O conjunto 
vazio. 


o [2] « [ES] « [ESN2O] 


Neste caso, em geral, teremos uma elipse. Porém, se 
A= Bo E=0 


teremos uma circunferência, 


so [825] « [850] « [0050] 


A equação representa o conjunto vazio, 


«o [EE] + [EO] 


Neste caso a equação representa uma parábola, 


so [826] + [So] 


A equação representa uma hipérbole, 


Exercícios Resolvidos 


15.1) Verifique que figura representa a equação 
5x2 + 8y2-4xy - 18x +9=0 
Solução 
Aqui temos: 
Az=5,B=8,C=-4,D=-18,E=0€eF=9 


15.2) 


Assim: 


A Cj D/2 A RR DR 
G=| C/2 B E2| =|-2 8 0 = -324 
D/2 E/2 F -9 0 9 
H=4AB-C2=4(5)(8)-(-4)2=144 
| =A+B=5+8=13 
G-1=(-324)(13) <0 
Vemos então que: 
Go, H>0 e G+*1I <0 


Portanto, trata-se de uma elipse. 


Mostre que a equação 
2x2 - 3xy -2y2+5x+5y-3=0 


representa duas retas. 


Solução 
Antes de resolver este problema devemos lembrar-nos de que já resolvemos pro- 
blemas semelhantes no capítulo 3, 
Vamos agrupar os termos da equação dada do seguinte modo: 
2x2+(5-3y)x + (5Sy-2y2-3)=0 
isto é, vamos interpretá-la como uma equação do segundo grau na variável x. O 
discriminante dessa equação é: 
A=(5-3y)2-4(2)(Sy -2y2-3)=25y2-70y +49 =(Sy- 72 
Assim, as raízes da equação são dadas por: 
.-5+3y &(Sy.-= 7) 


4 
: z ' E 1 ! 
isto é: x =2y-3 e x! = 5) 
Lembrando que | ax2?+ bx +tc=a(x-x)(x-x”) 
temos: 


m2+ 6 -3yx+ Gy -292-3) = 2lx- (27 - 39] bx (USD) = 


=(x-2y+3)(2x+y-1) 


Assim: 
2x2 - 3yx-2y2+5x+5y-3=0<+>(x-2y +3])(2x+ty-1D)=0 = 
<> x-2y+3=0 ou 2x+ty-1=0 | 


Portanto, a equação dada representa as retas de equações x - 2y + 3 = 0e 
2x+y-1=0. 
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15.3) 


Determine o valor de k de modo que a equação 
2x2-6y2-xy +7x+ky-4=0 
represente duas retas. 


Solução 
Agrupemos os termos da equação do seguinte modo: 
2x2+(7-y)x+(ky-6y2-4)=0 
onde estamos interpretando x como variável. O discriminante dessa equação é: 
A=(7-y)2-4(2)(ky -6y2-4)=49y2-(Bk+ 14) +81 


Para que possamos efetuar a fatoração e assim obtermos duas retas, é necessário 
que À seja quadrado perfeito e para que isso ocorra, devemos impor que o discriminante 
À! da expressão À seja nulo. 


A! = [48k + 14) - 4(49) (81) = 0 
Desenvolvendo as operações e sisplificando, chegamos na equação 
2k2 + 7k - 490 = 0 


cujas raízes são K = 14 e k! +. 
Portanto, para que a equação dada represente duas retas, devemos ter k = 14 ou 
-35 
K = É Vi 


Exercícios Propostos 


15.4) 


15.5) 


Verifique qual é a figura representada por cada uma das equações abaixo: 
a) 4x2+y2-4xy -22x -4y +49 =0 d) 5x2 - 3y2+ 6xy - 40x + 44 = 0 
b) 4x2+ 4y2- 24x + 4y+33=0 e) 2x2+y2+2xy + 6x +4y+6=0 
c) 3x2+3y2-2xy + 4x-4y+20=0 
Determine o valor de k de modo que a equação 

x2-2y2-xy +5x-y+k=0 


represente duas retas. 


15.3 — EXCENTRICIDADE E RETA DIRETRIZ 
Consideremos num plano a uma p 
reta d e um ponto F não pertencente a d. p===— 
Consideremos a seguir a figura formada Fl 
por todos os pontos P do plano a tais que Pá 
F 


onde k é um número real positivo. Fig. 15.8 
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Conforme o que estudamos no capítulo 12, sabemos que se k = 1 a figura é 

Pode-se demonstrar que: 

19) Se0<k< a figuraé uma eclipsecuja excentricidade e é igual à cons- 
tante k, o ponto F é um dos focos e a distância entre o centro C da elipse e a reta d 


é igual a -. A reta dé chamada de diretriz da elipse. 


Fig. 15.9 


2º) Se k> 1a figuraé uma hipérbole cuja excentricidade e é igual à cons- 
tante k, o ponto F é um dos focos e a distância entre o centro C da hipérbole e a 


reta d é igual a =. A reta d é chamada de diretriz da hipérbole. 


Fig. 15.10 


Vemos então que é possível definir tanto a parábola, como a elipse, como a 
hipérbole, usando apenas um foco e uma reta diretriz, através da equação 15.2, onde 
a constante k é a excentricidade da figura. Podemos então dizer que: 


“a excentricidade da parábola é igual a 1” 


| Devemos ainda observar que tanto a elipse como a hipérbole têm duas dire- 
trizes (figuras 15.11 e 15.12) enquanto que a parábola tem apenas uma. 


Capítulo 


Lugares geométricos 


Ea 


16.1 — INTRODUÇÃO 


Dado um plano a, a expressão “lugar geométrico” significa qualquer “subcon- 
junto de a”, 
Assim, 


a) uma reta de a 
b) o plano « 
c) o conjunto vazio 


são exemplos de lugares geométricos, 

Note o leitor que neste capítulo estamos fazendo uma pequena modificação 
em nossa linguagem. Por exemplo, num plano a, ao definirmos circunferência 
dissemos que esta é o conjunto dos pontos que estão a uma distância d (com d > 0) 
de um ponto C dado; diremos agora que circunferência é o lugar geométrico dos 
pontos de a que estão a uma distância d (d > 0) de um ponto dado C. 

Vejamos outros exemplos: 


a) Dados, num plano «, dois pontos 
distintos A e B, a mediatriz do 
segmento ABéo lugar geométri- 
co dos pontos do plano a que 
equidistam de A e B. A B 


b) Uma elipse é o lugar geométrico p 
dos pontos de um plano « cuja 
soma das distâncias a dois pon- 
tos distintos F, e F, (pertencen- 
tes a «) é uma constante k tal 
que k> der, 


nn 

RR ço 
lado é o lugar geométrico dos 
pontos P(x; y) do plano cartesia- 
no que satisfazem a relação 
-|[<x<2. 


d) O lugar geométrico dos pontos 
do plano cartesiano que satisfa- 
zem a equação y =log; x é o con- 
junto dos pontos que compõe a 
curva da figura ao lado. 


e) O lugar geométrico dos pontos 
do plano cartesiano que satisfa- 
zem a equação x? + y? = 0 é 
constituído apenas pela origem o x 
O do sistema (x=0e y =0). 


| f) O lugar geométrico dos pontos do plano cartesiano que possuem a soma 
dos quadrados de suas coordenadas igual a -5 é o conjunto vazio, 


(O; y) lx +y?=-5)=O 


16.2 — DESCRIÇÃO DE UM LUGAR GEOMÉTRICO 


De um modo geral, o tipo de problema que iremos agora enfrentar tem o se- 
guinte enunciado: 


“Determine o lugar geométrico dos pontos do plano cartesia- 
no que satisfazem a condição: ...” 


A grande variedade de curvas e regiões existentes na Geometria Analítica, e 
que podemos encontrar ao resolver tal problema, nos faz tomar uma posição caute- 
losa diante da questão de descrever o lugar geométrico obtido: o conjunto de pontos 
(a equação, a relação) que acharmos ao equacionar o problema corresponderá a uma 
figura sempre identificável com os nossos conhecimentos? Por outro lado, a uma 
figura dada qualquer, é sempre possível associarmos uma equação como f(x; y) = O 
ou uma desigualdade como f(x; y) > 0? 

É evidente que a resposta a essas perguntas é “não, nem sempre”. Por isso, o 
leitor perceberá que, ao darmos a solução de um problema, descreveremos em alguns 
casos (sempre que possível) o lugar geométrico obtido detalhadamente: sua equação 
(ou desigualdade), o nome da curva (ou região) e seus elementos principais; em ou- 
tros casos, consideraremos satisfatório fornecer apenas uma relação ou até mesmo 
uma figura. Os exercícios resolvidos a seguir tornam mais clara essas situações. 


Exercícios Resolvidos 


16.1) Determine o lugar geométrico dos pontos do plano cartesiano cujo quadrado das suas 
distâncias ao ponto A(l1; 2) é igual ao triplo do quadrado das suas distâncias ao ponto 
B(-3; 0). 


Solução 
Seja P(x; y) um ponto qualquer do lugar procurado. Devemos, então, ter: 
ôPA dia dpB 
Assim: 
NV) = + 3 em 
— x2-Ix+l+ty2. 4y+4=3x2+6x+9+y2) 
Reduzindo e simplificando esta última igualdade, obtemos a equação 
x2+y2+10x+2y+11=0 


Logo, o lugar geométrico é o conjunto dos pontos P(x; y) que satisfazem essa 
equação, ou seja, é a circunferência de centro (-5; -1) e raio V 15. 
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16.2) Determine o lugar geométrico dos pontos do plano cartesiano cuja distância à reta (r) 
de equação 12x - Sy = 0 é 1. 


Solução 
Seja P(X; Y) um ponto qualquer do lugar procurado. Devemos, então, ter: 
r = 1 
od dp, 


a 
1 


Assim: 
RT E 
VaD+ CS 
o SH 44 e 12X-5Y-13=0 ou 12X-5Y+13=0 


Logo, o lugar geométrico é o conjunto dos pontos P(x; y) que satisfazem a equa- 
ção 12x - 5y + 13 = O ou a equação 12x - 5y - 13 =, ou seja, é a união de duas retas, 
paralelas à reta dada, traçadas à distância 1: 


16.3) Um ponto se move de modo que a sua distância à reta (r) de equação y - 8 = O é o dobro 
de sua distância ao ponto A(O; 2). Determine o lugar geométrico descrito pelo ponto. 


Solução 


Seja P(x; y) um ponto qualquer do 
lugar. Devemos, então, ter: 


dp = 20pa 


com [58 = ly-8! 
dpa = Vx2+(y- 22 


Assim: 
ly-8l=2Vx2+(y-22 =s(y-8)2=4(x2+y2-4y+4) 


Reduzindo e simplificando esta última igualdade, obtemos a equação 
4x2+3y2-48=0 


que pode também ser escrita como 


x2 y2 
12 *1 =1 


Logo, o lugar geométrico descrito pelo ponto P é o conjunto dos pontos que 


2 2 
satisfazem a equação da Dm 1, ou seja, é uma elipse. Comparando com a equação 


12 16 
2 2 
de 1, temos a =4,b = 2V3ec=Val-bi= 2. Temos, portanto, a elipse 
de focos Fy(0; -2) e FO; 2) = A, eixo maior 2a = 8, e excentricidade e = z z 


16.4) Dados os pontos A(-2; -2) e B(6; 6), determine o lugar geométrico descrito por um 
ponto P que se “move” de modo que o coeficiente angular da retar= AP, acrescido de 
duas unidades, é igual ao coeficiente angular da reta s = BP. 


Solução 


Sejam (x; y) as coordenadas genéricas do 
ponto P, 
Os coeficientes angulares de r e s são: 


Como devemos ter m, + 2 = my, vem: 


| A 2 PE A in 
6414" rob 


Reduzindo e simplificando essa igualdade, obtemos a equação 


1 
=>x2 - 
y g* 3 


Comparando-a com o trinômio do 2º grau y = ax2 + bx + c, sabemos que essa 
equação representa uma parábola. 


O seu vértice é V(- x ;- =, isto é, V(O; -3). Mas, lembrando que x &-2 e 
x 6, vemos que os pontos (-2; -2) = A e (6;6) = B dessa parábola não devem ser 


aceitos. 


Assim, o lugar geométrico procurado é a parábola da figura: 


16.5) São dados os pontos B(-2; 0) e C(3; 0). O vértice A do triângulo ABC está sobre a reta (r) 
de equação Sx - 6y + 30 = 0. Determine o lugar geométrico descrito pelo baricentro do 
triângulo ABC quando o vértice A “percorre” a reta (r). 

Seja A(a; 8). Como A deve percorrer (1), 
suas coordenadas & e É devem variar satisfa- 

zendo sempre a equação de (r): 


sa-68+30=0 (1) 


Notemos que se A estiver na interseção 
das retas (1) e ETR não existe o triângulo ABC; 
portanto, impomos «-6 e BO. 

Consideremos, agora, G(x; y) um ponto 
qualquer do lugar geométrico. Como G é bari- 
centro do triângulo ABC, temos: 


xa + Xp + o 
to A E A ai é ERROS gs cr A 


: id = ( 
+ + 
y = YA O wga did > y É (LH) 


Se lembrarmos que « £-6 e É £ 0, temos também x & -8 ey oO, ou seja, 


o ponto G(- á : 0) não deve ser aceito no lugar. 


Para obtermos a relação entre x e y, isto é, a equação do lugar descrito por G, 
devemos eliminar «e P. 
Das equações (Il) e (III), obtemos: 


a=3x-1 e B=3y 


Substituindo em (1), vem: 
5(3x - 1) - 6(3y) + 30 = 0 
Simplificando, temos a equação * 
15x - 18y + 25 =0 


Logo, o lugar geométrico descrito pelo baricentro G do triângulo ABC é uma 


reta paralela a r, com exceção de um de seus pontos: ar 0). Veja a figura: 


16.6) Considere a elipse (E) e a reta (r) de equações 25x2 + 9y2- 225 =0ex-8=0. Por 
um ponto A qualquer de (E) traça-se uma reta, paralela ao eixo x, que intercepta (r) 
no ponto B. Determine o lugar geométrico descrito pelo ponto médio do segmento AB 
quando A “percorre” a elipse (E). 


Solução 


Seja A(a; 8) um ponto qualquer da 
elipse. Como A deve percorrê-la, suas coordena- 
das & e À devem variar satisfazendo sempre a 
equação de (E): 


2502 + 982-225=0 (1) 
As coordenadas de B são Xp = 8 (pois 
o. 
BEneyp=YA = (pois a reta AB é paralela 
a x). Então, B(8; 5). 


Consideremos, agora, M(x; y) um ponto qualquer do lugar geométrico procurado. 
Como M é médio de AB, temos: 


+ 
o SAC 2B. + x= SE o) 
FAR + 
y=/A7B o ynPiÊ sy-p am 
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Para obtermos a equação do lugar, devemos relacionar x e y. Assim, das equações 
(11) e (III), obtemos 


a=2x-8 e B=y 
que substituídos em (1), nos dá: 
25(2x - 8)2 + 9y2 - 225 = 0 <=> 25[2(x - 4)P + 9y2 - 225 = 0 =» 
<=> 100(x - 4)22 + 9y2 - 225 = 0. 
Essa última igualdade, dividida por ia nos dá a equação: 


(x - 42, 
9 “as 
4 


Comparando-a com a equação 
&-x92, G-yo?. , 


b2 a? 2 


identificamos uma elipse com centro no ponto (xo; Yo) '= (4; 0) e eixo maior (2a = 10) 
paralelo ao eixo y. Como 


c=va-pr= 25 -S= a 


a sua excentricidade é 


Ea À 


degli eg 
“a 10 


16.7) São dados os pontos A(-1; 0) e B(1; 0). Determine o lugar geométrico dos pontos cujo 
produto das distâncias aos pontos A e B é iguala 1. 


Solução 
Seja P(x; y) um ponto qualquer do lugar procurado. Devemos ter: 
ôpa “ ôpp = 1 
Assim: 
V(x+12+y2ev(x=-1)2+y2=1 
Elevando ao quadrado e desenvolvendo: 
lx + 12+y2][x-12+y2]=10 e» 
o lx+D)ax-DP+(a+2x+ Dy2+(x- 2x + 1)y2+ySs=1 e» 
<> xt - 2x2+1 + xWy2+ )xy2 +y2+xWY2 - 2xy2 + y2+y4=1 
Reduzindo e ordenando, encontramos a equação 
x4 + yt+ 2x2y2 - 2x2+2y2=0 (1) 
Notando que x? + y4 + 2x2y2 = (x2 + y3), podemos escrever essa equação como: 
(x2 + y32 - 2x2 - y?) = 0 
ou ainda 
(2 + y3) = 2x2 - y9) 


Como essa equação não faz parte da lista de equações que conhecemos e estuda- 
mos, não podemos reconhecer a curva que ela representa. Consideramos, então, satis- 
fatório dar como resposta que o lugar geométrico procurado é o conjunto dos pontos 
(x; y) que satisfazem a equação: 


(2 + 3) = 202 -y3) 


Observação: É evidente que, se quisermos ter idéia da forma dessa curva, podemos tentar 
construí-la através de “alguns” de seus pontos. Para tanto, devemos estar 
dispostos a enfrentar cálculos e trabalhar com números nem sempre confor- 
táveis. No presente caso, assim procedemos: 


Retomando a equação (1): 
xº + y?+ 2x2y2 - 2x2+ 2y2=0 
observamos que, para obter alguns pontos da curva, a cada valor que atribuírmos a x 


encontraremos y através da solução de uma equação biquadrada. Por isso, vamos es- 
crever (1) na forma 


yº + 2(x2+ 1)y2 + (xº- 2x2) = 0 


e resolvê-la genericamente em relação a y?2: 
temos: A=[2x2+ DP -4q4- 2x7) = 4(4x2+1) 


-2(x2 NV 4(4x2 V 
pie EDS, as 4 4x2+1 


NV 4x2+1>x2+1 (20) 


Como y2 0, devemos ter apenas 4x2 +1>x4+2x2+1 
y2=(x2+1)+V4x2+1/( x*- 2x2<0 


com V4x2+1 x2+ 1, donde tiramos 
que -V2 <x <V2 (veja o quadro ao 
lado). 


-V2 <x <v2 


Nessas condições, podemos extrair da equação (II) uma tabela, atribuindo valores 
a x, e em seguida esboçarmos o gráfico. 


Es 
[== 
re 
1ã 
go 
EE 
[so [2056 
[oz [ Eoao 
[oo [ éoao” 


qEEe 


A curva que obtivemos é conhecida como lemniscata de Bernoulli. Ela foi des- 
crita na obra Acta Eruditorum, de 1690, pelo matemático suíço Jacques Bernoulli 
(1654-1705). 


16.8) São dados os pontos A(O; 0) e B(-2; 2), e o número real k >0. Represente graficamente 
o lugar geométrico dos pontos P tais que a razão entre os quadrados das distâncias de 
p até A e B é maior ou igual ao quadrado de k nos seguintes casos: 


a) k=1 db) k=V2 
Solução 
Sendo (x; y) as coordenadas genéricas do ponto P, devemos ter 
2 
ôpa 
82 2k?, comP&£B(x £-2ey £2) 
PB 


Como ôpp é número positivo, podemos escrever 


2 2 
ôpa 2k2: ôpp 


Então: 
(Vit ya) DR GDA =D) e» 
- M+y kra ta+yi-4y +44) & (K-Ix?+ 
+ (K2- 1)y2+4kx -4k%Yy + BK LO (D 
Vamos estudar o comportamento dessa desigualdade nos dois casos pedidos. 


1º caso: k=1 
A desigualdade (1) se escreve 
4x -4y +8<0 
que é equivalente a 
x-y+24<0 


A equação x - y + 2 = 0 re- 
presenta uma reta. Em particular, note- 
mos que é a mediatriz do segmento AB, 
pois passa pelo ponto (-1; 1) médio de 
AB e seu coeficiente angular é igual a 
menos o inverso do coeficiente angular 


— 
de AB (isto é, são perpendiculares). 
Assim, a representação gráfica do 
lugar x -y+2 <0éa região da figura 
ao lado, da qual excluímos o ponto 
B(-2; 2), pois PB. 


2º caso: k=V2 
A desigualdade (1) se escreve 
x2+y2+8x-8y+16<0 (ID 


A equação x2 + y2 + 8x - 8y + 16 = O representa uma circunferência de centro 
C(-4;4) e raio r = 4. 

Assim, a representação gráfica do lugar (Il) é o círculo da figura da qual também 
excluímos o ponto B: 


á 


ente graficamente o lugar geométrico dos pontos P(x; y) para os quais a equação 


oq -Ixa-y2+4=0 
admite duas raízes negativas. 


Solução 


Lembremos que uma equação do 2º grau aq? + ba + c = O admite duas raízes 
negativas quando estão satisfeitas, simultaneamente, as condições 


1 “As bi-4 DO 
23) s=-2<0 


a PELA 
3) pe 


Vamos, então, impor essas condições, observando que, na equação dada, a = 1, 
b=2x e c=-y2+4 


13) ADO (-2N2-4(-y2+4) 206 4x2+492-16>0 
+ x2+y2-4>0 


Como a equação x2+y2-4=0 
representa uma circunferência com centro 
na origem e raio 2, a condição x? + 
+ y2 - 4 20 representa todo o plano 
com exceção dos pontos internos à cir- 
cunferência. 


22) s=-P<0 gu 
mica me 
<— x<0 


Essa condição é satisfeita por to- 
dos os pontos do semiplano à esquerda 
do eixo y (estão excluídos os pontos 
desse eixo). 


16.10) 


32) p=5>0 <— 
-y2+4>0 <=> 
y2-4<0 
-2<y<2 


Temos, então, a faixa do plano 
situada entre as retas y =-Z2 ey =2. 
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A interseção das três figuras nos 
dá a representação gráfica, do lugar geo- 
métrico: 


Situe no plano cartesiano o lugar geométrico dos pontos cujas coordenadas (x; y) satis- 
fazem o sistema 
y - logox 20 
y-2* «o 
Solução 
Vamos resolver separadamente as inequações do sistema 
1º) y-logx>0 


Como condição de existência de log, x, devemos ter, sempre, x >. Isso já limita 
o nosso trabalho ao semiplano à direita do eixo y. 


A equação y - logox = O, ou seja, y = logox é satisfeita pelos pontos da curva 
logarítmica: 


Neste gráfico, percebemos que os pontos 
que satisfazem a condição y - logox >0, isto é, 
y > logax, são todos aqueles que estão acima 
da curva. Para cada x que fixarmos, a ordenada 
y de um ponto acima da curva é maior que a 
ordenada logox de um ponto da curva (veja o 
o exemplo do ponto P da figura). 


Assim, podemos representar a con- 
dição y - logox 2 0 como na figura (1) 
ao lado: é a região delimitada pelo eixo y 
e pela curva logarítmica, excluídos os 
pontos do eixoy, 


22) y-2*<0 
A equação y - 2* = 0, ou seja, y = 2X é satisfeita pelos pontos da curva ex- 
ponencial; 


Neste gráfico percebemos ue os pontos 
que satisfazem a condição y - 2º < 0, isto é, 
y < 2X, são todos aqueles situados abaixo da 
curva. Para cada x que fixarmos, a ordenada y 
de um ponto abaixo da curva é menor que a 
ordenada 2X de um ponto da curva (veja o exem- 
plo do ponto P' da figura). 


Assim, podemos representar a condição 
y-2X <0 como na figura (II) ao lado: é a região 
limitada superiormente pela curva exponencial. 


O) 


16.11) 


4Gp-. =. sa 
a 
a si 3 
Finalmente, obtemos a representação grá- 
fica dos pontos que satisfazem o sistema dado 2 


estabelecendo a interseção entre as figuras (1) e 
a: 


Para todo número a real, indica-se pelo símbolo [a] o maior inteiro que não supera a. 
(Veja vol. I desta Coleção, página 235.) 

Situe, então, no plano cartesiano, o lugar geométrico dos pontos (x; y) que satisfazem 
simultaneamente as inequações 


[ > [x] 
x > [y] 
Solução 
A exemplo do que fizemos no exercício anterior, vamos representar graficamente 
cada uma das condições: 
19 y2>lx] 
Tomando para x alguns intervalos, obtemos os correspondentes valores de y. 
Temos, então, a tabela e a figura seguintes: 
-(3]<x<-2 >|x])J=-3 >y>-3 
-2€<x<-1 »[x)=-2 »y2>-2 


-1€<x< 0 =[x])=-1 »y>-1 y 

0<x< 1 =>hb]= 0 >y>0 A a -1— 
I<x<2 >hb]J=1 »y> 1 ) 
2<x< 3 »k)=2 »y>12 gi Es 
3<x< 4 » 3 >y23 


[x] = 


a | 


Ê DENDRRDO Sar alguna: iatesvelos, obteitos ds conbapondentve; vilbese de x 
Temos, então, a tabela e a figura seguintes: 


-3<y<-2 > [y]=-3 
-2<xy<-1 > [y]=-2 
-1<y< 0 >l[y]J=-1 
W<y<1 =b]-0 
I<xy<2 >b]=1 
2<y< 3 >l]=2 


>x2-3 
>x2-2 
>x2-1 
>x20 
>x2 1 
>x22 


e me e 


A interseção das duas figuras obtidas acima nos dá o lugar geométrico procurado: 


Exercícios Propostos 


16.12) Determine o lugar geométrico dos pontos do plano cartesiano cuja razão entre suas dis- 
tâncias aos pontos A(2; 4) e B(O; 2) seja r, nos seguintes casos: 


a) r=1 bd) r=V3 


16.13) Descreva o lugar geométrico dos pontos do plano cartesiano que equidistam das retas de 
equações 2x -3y +6=0 e 2x-3y+2=0. 


16.14) Mostre que o lugar geométrico dos pontos que equidistam das retas (r) e (s) de equações 
ax +by+ky=0ecax+by + k;=0 (onde a e b não são simultaneamente nulos 


é ki É ka), é a reta de equação ax + by + LT * ' 


16.15) Determine o lugar geométrico dos pontos do plano cartesiano cuja distância à reta de 
equação 7x - 24y = 0 é 5 unidades. 


16.16) Descreva o lugar geométrico dos pontos cuja distância à reta (r) de equação 2x - y + 4=0 
é quatro vezes a distância à reta (s) de equação 4x + 2y - 1 = 0. 


16.17) Determine o lugar geométrico descrito por um ponto do plano. cartesiano que se 
“move” de modo que o quadrado da sua distância à origem é igual ao dobro de sua dis- 
tância ao eixo das ordenadas. 


16.18) Determine o lugar geométrico descrito por um ponto do plano cartesiano que se “move” 
de modo que a metade do quadrado de sua distância à origem é igual à soma das suas 
distâncias aos eixos coordenados. 


16.19) Um ponto se movimenta no plano cartesiano de modo que a sua distância à reta de 
equação x - 6 = O é igual a /2 vezes a sua distância ao ponto A(3; 0). Qual o lugar 
geométrico “descrito” por esse ponto? 


16.20) Um ponto P se move no plano cartesiano de modo que sua distância ao ponto A(-16; 0) 
é o dobro da sua distância à reta de equação x + 4 = 0, Determine o lugar geométrico 
“descrito” por P. 


16.21) Dados os pontos A(O; 0) e B(; 12), determine o lugar geométrico dos pontos P tais que 
o coeficiente angular da reta AP, acrescido de 4 unidades, é igual ao coeficiente angular 
da reta BP. 


16.22) Determine a equação do lugar geométrico dos centros das circunferências que passam 
pelo ponto A(-2; 0) e são tangentes à reta de equação x - y = 0. Que figura representa a 
equação obtida? 


16.23) Um ponto P se move de modo que os segmentos tangentes à circunferência de equação 
x2+y2-4x- 5 =o0, traçados por P, têm comprimento igual a 4. Determine o lugar 
geométrico “descrito” por P. 


16.24) Determine a equação do lugar geométrico das interseções das retas de equações 
Ix+3Iy+tk=0 e 4x-6y+k-3=0, KER. 


16.25) Qual o lugar geométrico dos centros das circunferências de equação: 


16.26) 
16.27) 


16.28) 


16.29) 


16.30) 


16.31) 


16.32) 


16.33) 


a) x2+y2-2mx-2MU3m- 1)y-5 =0? 
b)x2+y2-2m-3)-(m2-4)y-13=0? 


Um segmento de reta, de comprimento igual a 6 unidades, desloca-se no plano cartesiano 
de modo que suas extremidades estejam sempre sobre os eixos coordenados. Determine 
o lugar geométrico “descrito” pelo ponto médio do segmento. 


Sejam A um ponto qualquer da elipse de equação 25x2 + 16y2 - 400 = O e B(-6; 0). 
Determine o lugar geométrico “descrito” pelo ponto médio do segmento AB quando A 
“percorre” a elipse. 


São dadas a circunferência de equação x2 + y2- 16 = 0 e a reta (r) de equação y - 8 = 0. 
Por um ponto A da circunferência traça-se uma reta paralela ao eixo y, obtendo-se, na 
sua interseção com (r), o ponto B. Determine o lugar geométrico “descrito” pelo ponto 
médio de AB quando A “percorre” a circunferência. 


Um triângulo ABC é tal que: A(O; 0), B(1; 0) e C “desloca-se” no plano de modo que o 

perímetro do triângulo seja, sempre, igual a 4. Nessas condições, pede-se determinar: 

a) a equação do lugar geométrico “descrito” pelo ponto C. Que figura representa essa 
equação? 

b) aequação do lugar geométrico “descrito” pelo baricentro do triângulo ABC quando C 
percorre o lugar obtido no item a). Que figura representa essa nova equação? 


2 y2 
Considere a elipse de equação E + = 1 (onde a >b >0), e escolha uma das extremi- 


dades do seu eixo maior. Qual o lugar geométrico dos pontos médios das cordas dessa 
elipse traçadas a partir dessa extremidade? 
O que ocorre com esse lugar no caso de você escolher a outra extremidade do eixo maior? 


Determine o lugar geométrico dos pontos do plano cartesiano pelos quais as duas tan- 
gentes à circunferência de equação x2+ y2- 16 = O são perpendiculares. 


Represente graficamente o lugar geométrico dos pontos do plano dados pelas equações 
paramétricas, sendo O um número real: 


E fietrnare b sstligar 
' y=1-4senô ) y=2+cos0 


x = 5senQ r 
q Lib 0<0<) 


Represente graficamente o lugar geométrico dos pontos (x; y) que satisfazem as con- 
dições: 


9 y-()>0 b) y - logx <O 


16.34) 


16.35) 


16.36) 


16.37) 


16.38) 


Represente graficamente o lugar geométrico dos pontos (x; y) que satisfazem a ine- 
quação 


O = log1%) O -5%) <0 
2 


Situe, no plano cartesiano, o lugar geométrico dos pontos (x; y) para os quais a equação 
em q: 


É -4x-Ia-4y2+4=0 


não admite raízes reais. 


Situe, no plano cartesiano, o lugar geométrico dos pontos (x; y) para os quais a equação 
ema: 


É -xa-y2+4=0 
admite duas raízes positivas. 
Situe, no plano cartesiano, o lugar geométrico dos pontos (x; y) para os quais a equação 
ema: 
É -(x-2ya-xy+1=0 
admite duas raízes de mesmo sinal. 
Represente graficamente o complementar do lugar geométrico dos pontos P(x; y) tais 


que o coeficiente angular da reta AP seja menor ou igual ao inverso do coeficiente 
<— 
angular da reta BP com seu sinal trocado. São dados A(3; -4) e B(-3;4). 


Exercícios Suplementares 


V.) 


V.2) 


V.3) 


V.4) 


V.5) 


V.6) 


V.7) 


V.8) 


V.9) 


V.10) 


Num plano & dão-se um ponto P e uma reta d, P É d. Qual é o lugar geométrico dos 
pontos M(x; y) de & tais que: 


Mp 
to 2k, k positivo dado? 


Seja o sistema cartesiano ortogonal xOy, e no plano do sistema considere o ponto 
P(a; b). Por esse ponto traçam-se duas retas, perpendiculares, uma das quais encontra o 
eixo Ox no ponto À e a outra encontra o eixo Oy no ponto B. Determine o lugar geo- 
métrico da projeção do ponto P sobre AB. 


Qual é o lugar geométrico dos centros dos retângulos inscritos em um triângulo dado, 
um dos lados do retângulo repousando sobre um lado do triângulo? 


O foco F e a diretriz d de uma parábola são respectivamente: F(1;2)e d:x+y-7=0. 
Sobre a parábola toma-se o ponto T(2;-5). Por T traça-se uma perpendicular à diretriz; a 
interseção dessas duas retas é D. Determine a bissetriz do ângulo FTD e verifique 
que ela é tangente à parábola em T. 


, ! ape É coa 
Seja m o coeficiente angular de uma tangente comum às elipses ar ds ão 1 € 
x .y? e 
= Re = 1; calcule m? em função de a, b, p e q. 


Obtenha a condição para que a reta y = mx + c seja uma normal à elipse E ai Ni fre L. 
(A normal é definida como a reta perpendicular à tangente no ponto de tangência.) 


2 y2 
Obtenha a condição para que a reta &x + my + n = O seja normal à hipérbole a =1. 
Calcule a distância da reta 2x - y - 19 = 0 à parábola x? - 4x -4y + 20 = 0. 
No plano &, considere um sistema cartesiano ortogonal xOy. Determine o parâmetro m 
para que o subconjunto de q: 

(P(x; y) | x2+ 2mxy + my2+2mx+2y+m+1 = 0) 
seja uma hipérbole, 
Dadas a elipse de equação 1521x2 + 225y2 = 4225 e a circunferência x2 + y2 - 30x + 


+8y -48=0, determine a posição dos focos da elipse em relação ao círculo deter- 
minado pela circunferência. 


- 
V.11) No plano & fixa-se um sistema cartesiano ortogonal, Determ 
pontos P(x; y), tais que: 
x2+y2<9 
x2 y2 
E da do 
V.12) Resolva graficamente a inequação: logy (3x -x2-2)<1. 


V.13) Considere a equação na incógnita a: 
a? -(x+ 1)a2+x2-y=0 


Determine no plano cartesiano xOy o lugar geométrico dos pontos P(x; y), sabendo 
a equação possui 4 raízes reais distintas. 


1.5) 


1.6) 


1.7) 


1.8) 


1.9) 


1.13) 


1.15) 


RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


tea 
-— 


b) -21 < xa < 1 
c) xa € -17 ou XA 2 23 


m &-l: Ae B coincidem; m=-l1: Ae B são quaisquer sobre e. 


n 
ne Xi 
E iz=l 
n 
16 - 5V3 Lo V3 
o : Z 
TR ME SD 
Mer E SNPA 
Xn ft X x E XAaFRXn=Xa =X 
= DR Do Ma it O ão e 
MN = ig go 1 e a o 
AC + BD Go*xa)* Gp-Xp) xctxp- XX 
Da o ho a Sid dn) 
p) 2 Z 
De (1) e (II) tiramos: 
nm. ft 


De modo análogo prova-se que —>— = 


1.16) xp ns 117) x =-4 


10 
20 
1.23) - 55 
34 
124) 5 
1.25) 0;4;8 
1.26) x = -9 
-13 19 
1.27) XA - 2. e Xp SE 
Eh a ads 
.28) Xp = - ) 
1.29) c + à D (C não é médio de AB): x - fab ae be 
c= Ê : b : não existe D 


1.30) Verifique que (ABC) + (ABD) = O, usando as expressões que dão a soma e o 
produto das raízes de uma equação do 2º grau. 


2.7) 
| 
| 
2.8) a) Qe N JH IeJ 
b) Pe R ) Lek 
co) A,BCeM DA Mes 
d) D E FeG h) Ee G 


2 
3 


EINS 


1 
9-5 


Dt<-> 


2.9) a) 

b) 

c) 29 
2.10) a) 4 
2.11) a) 


212) É a união dos dois eixos Ox e Oy. 
2.13) É a união das bissetrizes: a dos quadrantes ímpares e a dos quadrantes pares. 


2.14) a) b) 
y 
+ + | 
2.15) 


(os eixos não estão incluídos) 


230) (E sã) 


230 (RS 

2.32) (-14;11) 

2.33) (-1;4) e (-3;1) 
2.34) V65 

2.35) 28 + VI0. 


2.36) a = 4 ou a=-2 


-26 
2.37) 6 


2.38) V 85 
2.39) a) retângulo b) acutângulo 
2.40) 13 


133 261 


2.42) 30u-7 


(4;6) e (8;3) 
43) ou 
(-2;-2) e (2;-5) 
2.47) -2 


2.48) (12;32) 
Es 13... 
249) (751) (S;-1), (57 5-3) 


2.50) (-34; -23) 


2.54) e : Ê 


2.55) (-10; 2) 


is 


2.56) G 7 


c) obtusângulo 


401 


3.4) a) não b) sim 
35) -3o0u 5 

3.6) (0; -2) 

3.7) (2; -2) 

38) k&3I e kA- 


a-l a 1 


3.9) Calculamos o determinante D = -a l-a 1 
a=2 a=1 2 


e verificamos que D = O para qualquera E R. 
3.31) 13x + 33y +47 =0 


3.32) a) b) 


3.33) (0; E e 63;0) 
3.34) a) 4x + 99-36 = O bidx=dy= Se 6 


3.35) 


3.36) 


3.37) 


3.38) 


3.39) 


3.40) 


3.41) 


3.42) 


3.43) 


3.44) 


3.45) 


3.46) 


3.47) 


3.48) 


c=0 

x 4pr="1e 0 

(RO 

a=Seb=2 

Em primeiro lugar determinamos a interseção das retas de equações x ty -4= 0e 


2x +y-5 = 0, obtendo o ponto P(1; 3). Em seguida substituímos as coordenadas de 
P na equação 
(a-3)x + (1l-a)y + 22 = 0 


concluindo que esta última se transforma sempre numa sentença verdadeira. 
-4<k<-l 
13x - Sy -5=0 


45.87 
E o) 


(7; 58) e (3; -1) 


(1; 6) 


a) b) 


3.49) a) Reunião dasretas xty = 0 e x-y = 0 
b) A origem do sistema de coordenadas 
c) Reunião das retasx +y = 0,x- y = 0 e da origem do sistema de coordenadas 
d) Reta 3x - y = 0 
e) Reunião dasretas2x+y-3 = 0 e x-2y+1=0 


3.50) 


equaçãodes: dx +(b-c)y - bd =0 
equação der: dx-ay =0 
ab bd 


ponto F: Rerh=s E SEBO 
b 
z 0 1 
a+c . 
2 d 1 0 
ab bd 1 
atb-c atb-c 
12 27 
4.5) a -T RT 
4.6) a) y = 5 x +5 c) Não tem. 
15 5 8 
8 oia é der q )y=T5x 
3 6 4 
4.7) am=-Ten=s Jm=7en=-6 
5 1 45 15 
Dj meo Asa )m="7 e ad 


4.8) dy=-Ex-n2 d)y=-2Ex- 14 


4.9) a= 3 


4.10) (-9; -23) 


-2x-3 


4.16) y = 
4.17) 9x + 44y - 32 =0 

4.18) a) x - 67 +28=0 b)x+3y-21=0 
4.19) 2x - Sy - 26 = 


4.20) k = 2 ou k 


tu 
tn 


0 


4.21) 2x - 3y + 6 
42) x ty -4-V3 =0 


<-> 
4.23) Sejam my e ma os coeficientes angulares das retas AB e CD, respectivamente. Temos: 


JBTYA 6-8) 11 


+ «ss 
Sendo m; = ma temos AB/ CD 
De modo análogo prova-se que AD /B 


-19 -35 =2. 
E gd a 
MM d7tg=-1 nd ad 1 
3 
Di += 1 d) Não existe. 
é “MW 
4.28) a) 3x - 4y + 12 =0 b) 5x + 67 +4=0 
e e pe 
4.29) a Tt =1 d) 50 *3 ] 


4.35) a) 4x + 5y -23=0 bd) sy + 48d 


x =2t-1 o jr=3+2 
a) nd A (2.30 +21 
e 
10 
MR 
y=4t+ 10 
437) m=-S 
4.38) (1; 3) 
4.39) 
A(0;0) 
a b+d cte 
EG ; 0) O) 
atb e de 
F( 5) 7) H(5 55) 


5.7) 


; ++ + ++ + 
Calcule os coeficientes angulares das retas EF, FG, GH e HE e verifique que: 


pr * DAG * Dye” Por 


a) concorrentes 

b) paralelas 

c) concorrentes 

sea = 1, coincidentes 


d) sea É 1, paralelas 
a=-6 
k & -2 


e k &-l1: concorrentes 


5.10) mi ou k = -l:paralelas 


4: coincidentes 
-4: paralelas 
*4e k&-4: concorrentes 


k 
k 
k 


Supondo inicialmente k + 2 £ 0 (isto é, k = -2) temos: 


2k+1 
DA SEE 
my = me +) = DE sk 4 k41=0 


O discriminante da equação k? +k+1=0é A=-3,isto é, A<0e portanto a 
equação não tem solução real. Isto significa que nunca teremos my = mç e portanto 
as retas serão concorrentes. Podemos analisar o caso k = -2 substituindo nas equações 
dadas, obtendo: 


-x+y-2=0 e -3%x-1=0 


que são equações de retas concorrentes. Portanto, para qualquer k ER, as retas são 
concorrentes. 


4x - 9y + 26 = 0 


3x +2y-7=0 e 4x-y-2=0 


ED CAT GESTO 

a) sim b) sim c) não d) não e) sim 
k=1 

dx Yi = 4 = 0 


4x +3y-16=0 

(-1;4) 

(-2;-1) 

CE) e C8-3) 

3x - lly-2=0 

4x +3y-21=0 

(-1;4) f 


541) 4/5. 

5.42) (-2;1), (1,3), (4;-1) 
5.43) (2;-1) 

5.44) C(-5;-4), D(2; 2) 


5.45) B(-1;5), C(1;0) 


se 
5.46) (5 aa) 


1 V3 2 

5.51) a) a b) 1 c) "E ER d) Zi 

5.58) y-2=- (ES ye 3 ey-2= 

5.53) 4x - 7y -5=0 e x+8y- 11=0 

5.54) 3x - lly - 2=0 

S.58) y - 2 = (145V2)(x-3) 

5.56) x + 10y - 42 = 0 

5.570) 3x - y +9=0 e x+3y-7=0 

5.58) A(3:11), B(1;5) 

5.59) x - 3y + 14=0 

5.60) a) 5 b) 26º 

5.65) a) 140º b) 29º 

5.66) a) tgÃ = -3 b) À = 108º 
sB=1 B= 48º 
e + Ca ar 

8.67) a) tg À - bd) À E 27º 

Ms Ea 
8C=2 B = 90º 
El 

tg B não existe C 63 


(trsva 


9 + 


SS É 


d B = 9sº 
As uê.A Q=s 
mi sô = BD = 135º 


sm ED 

5.78) 5x - 8y -21=0 

5.19) x-y+2=0 

5.80) (V'2; 4) 

585) 5x - 127 +k= 0, KER 

5.86) Um conjunto de retas paralelas de equação y = x + 2k7, comk ER. 
SBN) JK +2y+k=0, KER b)x+2y+21=0 


6.6) à) b) 


an 


6.12) Condição: p =:< O (veja exercício 6.11b) 


74) a) (9;-4) 
b) (5;-3) 


15) 9 6x +2W+7=0 
D$X-y+4=0 
E peê 

7.6) 7) 


199 (EB) 


710) (4N3 + x + 3V3-4)7 +3=0 
7.11) 44x + 38y' + 185 = 0 


o (-7;-4) 
d) (0; 3) 


o x+7=0 
d)y'-15=0 


Nx 


go atas 


8.11) > » 25. o) PRE e) 22 DO Vaz+b? 


8.12) k = 176 ou k = -164 

813) 7x +24y +111=0 e 1x+24y-289=0 

8.14) 10x -2y +17+3N26=0 ou 10x-27+17-3V26=0 
815) (4:1) e (7:16) 


8.16) 4x - 3y - 17=0 e 3Ix+4y+6=0 


9 
8.17) Zi 
1N'5 21 
8189 o 1 pp 2 
8.19) a) tivo b) 26 


8.20) Seja ABC o triângulo considerado. 
Vamos escolher o sistema de coordena- 
das de modo que a origem coincida com 
o ponto médio do lado BC. Fazemos 
então: 


A(a;b), B(-c;0), C(c; 0) 


Ala; b) 


Determinamos a equação de r que é: 


bx - ay = 0 


Em seguida calculamos as distâncias de Be Cà reta r: 


— Noto) - a(O)] I-bel 
dr 'b2 + (ca)2 V'a2 + b2 
Ib(c) - a(0)| |bel 


&- > RÉ 
V b2 + (-a)2 V a? + b2 


Portanto dp = der 


414 


8.21) 3x + 2y +6=0 e 3x+2y-22= 


8.28) 


8.29) 
8.30) 
8.31) 


8.41) 


8.42) 
8.43) 
8.44) 


8.45) 


8.46) 


8.47) 


0 
2º o uê sy NãE. 90 
48x - 14y + 79 =0 e 48x - 14y - 71 =.0 
48x - 72y + 19 =0 
15x - 30y + 22 = 0 
aax-y+6=0 e Wx+7y+4=0 


d)x+(2+4/7)7 +8=0 e 3x+(2-V7)y +4=0 
oOx-8y=0 e 8&x+v=0 

d)5Sx+ty+2=0 e x-5y+6=0 

e) 608x + 256y + 67=0 e 208x-494y-33=0 


112x - 64y - 3=0 

(1): 2x + 5y +3=0 (u): 7x + 3y +2=0 

(-3;7) e (-1;-3) 

a) 9x +3y-6=0 ; 3Vã0 
b) 3x-9y+78=0 “4 
9 CD 13y10 


92) 


o o) bd) E 


a) (12;11) 
b) 5 


a) 18 By 


24 


by! 


“15 


9.19) a) 10 b) 10 e) 10 


9.20) Fazendo A(O; 0), B(b; c) e C(a; 0), cal- 
culamos as coordenadas do baricentro D. 


: atb c 
Obtemos: D3 3) 
Sendo S;, SS; e S3 as áreas dos triângu- 


los ABD, ACD e BCD, respectivamente, 
após os cálculos obtemos: 


[acl 
6 


S Joel, , o lool, a 


Portanto, S; = S9 = Sa 


7x - 12, ou 
el +20V2 , 36 -40V2 
17 


.=1-202 | 36+ 4042 
17 


9.21) 


“e 
" 


te 
h 


9.22) (3;0) ou 5 ;0) 


9.23) 2x - 3y +1=0 ou 2x -3y+27=0 


24 560 «28 


a 
9.25) 5 
9.26) — 


DEL) a 
9.28) 30-57 


9.29) = 
9.358) 
9.36) — D5 


416 . 


de. e E q 


9.37) 4 


9.38) 
9.39) 
9.40) 


9.41) 


10.19) 


10.20) 


48 . 
1 
P(4; 5) 


Seja o quadrilátero ABCD, tal que: 
A(O; 0), B(b; c), C(d; e), D(a; 0) 
Fazendo o percurso no sentido anti-ho- 
rário, calculamos a área S desse quadri- 
látero obtendo: 

cd + ea - eb 


inc 


Sendo E, F, Ge H os pontos médios dos lados (como mostra a: figura), temos: 


AS atd e, 
Es 55) «5 7) 

b+d cte a. 
MOS o a HG; 0) 


Calculamos a área S' do quadrilátero EFGH, fazendo o percurso no sentido anti-horário, 
e obtemos: 


g = Site eb (1) 
Comparando I e II, concluímos: S' = - 


a) x2+y2-10x-6y +30=0 
b)x2+y2+4x-8y+10=0 
oO x2+y2+2x-11=0 

d) 9x2 + 9y2 - 12x - 18y - 59 = 0 
e) x2+y2=64 


a) €(3;4) er =7 

b) O-6,1) er=6 

c) dc Siber = v7 
d) C-2; V2)er=4V5 
e) O0;0) er = 4 

D 00;0) e r= V6 


417 


10.21) 'a) não b) sim c) não 


10.22) k=-1 ou k=7 


" 
o 


10.23) x2 + y2 + 2x - 8y - 113 


" 
o 


10.24) x22 + y2 - 2x - 14y +21 

1025) 22 +y2-4x-4y-9=0 

10.26) (x-122 + (y- 112 = 25 

10.27) à) (x+1)2 + (y-1)2 = 13 ou (x-4)2 + W-22 = 13 
b) (x+1)2 + y2 = 29 


10.28) x2 + (y-2)2 = 10 e (x 1 + (y 7 = 10 


10.29) r = 5 
10.30) (x-4)2 + (y+1) = 15 


10.31) (x-3)2 + (y = E za 


10.32) x2 + (y-1)2 = 10 ou (x-22 +(y-5) = 10 


10.33) a) b) 


4 f) as iDer=1 

£) não é circunferência 
h) não é circunferência 
i) não é circunferência 


10.40) a) C(-1;3) e r 
b) O-7;0) e r 
c) €(0;3) er 
d) não é circunferência 
e) não é circunferência 
10.41) k > -4 


mau 


10.42) k=-Sin+3s+16>0 


418 


10.43) k=-20;s=0;m=32;n=7]2;t>-52 


10.44) Sk + m + 22 = O (neste caso, esta condição já é suficiente) 
10.45) k = -6,m = 8;t =-11 


10.46) a) 


10.47) 36x - 16y - 47 =-0 


10.48) a) 5 - 3/2. o V2 
b) O a 3V2 
10.53) a) ra aa 9ER 
x = V6 cos0 
db) Ve a GER 


10.54) a) xX2 + y2 + 4x - By -5=0 
b) 4x2 + 472 - 4x + 40y + 65=0 
c) x2+y2=9 


10.55) 


4+342 2-342, 
ne e 


419 


Ay = 2 + 20000 
10.61) a) interior c) interior 
b) sobre d) exterior 
10.62) exterior 


+ 


10.63) - 1 ck <S 


10.64) k < -1 


11.20) a) (1;-1) e (2:72 
b) (0; 1) 
c) Não se cortam. 
11.21) (-3;0) e (5; 2) 
11.22) (1;0) e (5;0) 
11.23) (4,4) e (-3;-3) 


11.24) V 10 


11.25),3x - 4y +9=0 ou 3x-4y-31=0 


11.26) a = 3 
11.27) a) tangente b) exterior c) secante 
11.28) a) zero » XE c) zero 


11.29) a) 


K-12+y-12<9 
11.30) a) De >0 


x +y2<1 
(WV2+1)x +y-1<0 


b) 2+1)x- y +1>0 
y<o 
11.31) V3 
11.32) a) k=7 ou k=-S1 
b)-5]<k<7 
)dk>7ouk<-S1 
DST EG 7 


11.33) 2x -y +3=0 e 2X -y-7=0 
11.34) 2x + y =0 ou 2x + 1ly+20=0 
11.35) 2x - 3y - 12=0 

11.36) + 

11.37) K +52 + (y-32 = 25 

11.38) c=9 


11.39) x2 + (y-8)2 = 40 ou x2 + (y-168)? = 25000 


11.40) 3x + 4y - 26 =0 ou x+2=0 


11.41) 4x - 3y + 10 =0 ou y+6=0 
138.2 169.2 205 2 
1149) = +tG-P=Souk-*>P+gy-Pe (O) 
49 49 49V5 


143) (x-4)2 + (9-4) = 10 ou & 5 +04 5 ds 
2 
11.44) x +12 + +22 + e x-1P+(gy-2? dê 


11.51) a) exteriores; d = V 106 - 5 - V13 
b) tangentes externamente; d = O 
c) tangentes internamente; d = 0 
d) secantes; d = 0 
e) uma é interior à outra; d = 9 - 35 
f) concêntricas; d = 2 


1.59) a r=2 
br=8 


11.53) a) (2;7) e (6;1) 
b) 2V13 ta 


, 11.54) Y 


- 9232 E 
| 11.58) a) Reed 


b) 


11.56) 


11.57) «+32 + y-2=45 e K-9P+(y-7 


45 


11.58) (x-52 + (y-4)2 = 36 e (x-S2+(y-4) = 196 


12.3) a) 16x2 + 9y2 + 24xy + 28x + 146y - 19 = 0 
b) x2+ 9y2 + 6xy - 86x + 42y + 199 = 0 
c) y2- 16x - 8y + 48 = 0 
d) 4y2+ 64x - 12y + 73 =0 
e) y2- 12x =0 
f) x2-4x -6y+43=0 
g) 9x2 + 18x + 24y - 103 = 0 
h) 3x2- 28y = 0 


12.4) a) 25x? + 4y2 + 20xy + 36x - 148y + 760 = 0 
b) 5x+2y-2=0 


-44 139 
9 (Gg: 29 ) 


12.5) a) x?- 10x + 10y - 30 = 0 
b)bx-5=0 
95) ' 


12.6) a) 4x - 5y +14 = 0 
b) 5x + 4y +38 =0 


-4.-13 
x Cr) 
129) 0) y = 35% 9 x=51 
l b) y=-sE2 Dx=-39? 
5 2 
| 1210) |F(O;Z) F(-5: 0) 
a) ã c) 2 
(d): y = “7 (d): x “g 
FO; - 3) Fl 0) 
b) d) 5 
(d): y =5 (dx =-57 
12.11 : 3 
Ja k=5 d) FC 7;0) o 
12.12) a) F(O; 15) b) y =" 
12.13) (2;8) e (-1;2) 
12.14) (1;3) e (-1;3) 
12.20) a) V(2; -2) d)x-2=0 
15 : qua 
d) FQ;-T) e) (0; 6) 


c) 8y+17=0 


12.21) à) vt) d 3x-1=0 
bd) FG: o) (0; -5) A 
o) 12y+55=0 O não sá pe 
12.22) à) (0:16) b) (4,0) E 


£) (1;0) e (3;0) 


12.23) a) VA SD) é PATO 


b) V(4; -8) é FÉ 
c) V(0;-6) e F(0; -4) 


: ; Abs 
9) V(O; 6) e F(0; 75 


12.24) a) (0;3) e (5;8) 
b) (2; 3) 
c) não há 


e o 
a) (3; -5) 


12.25) 


O a 


12.26) (2;3) e (3;6) 


12.27) y = -x2+ 4x 


12.28) c= 4 
-11,3 Re 6 
12.31) a) VC 57) c) XxX = 12 
4,3 3 
b) Fe 37) graca 
23 
12.32) a) V(3; 1) b) FC 1) 
o a 1 21 
12.36) Parábola de equação x = q TI GA 


12.37) Arco de parábola, de equação 
x=y2-1, para -2<y<2. 


E “» 
12.38) Arco de parábola de equação 
É: 


y= PNI], para -2<x<2. 
. 


12.41) à) y=3x-10 ou y=-x+2 


b) y=-x ou y=52+4 


Cc) y=-x 

d) x+12y-15=0 ou x-3=0 
12.42) impossível 
12.43) 5x+y+2=0 


12.46) 


13.6) a) 245 


13.7) a) 40 
13.8) a) Elipse de focos (6; 1) e (8; 4), cujo eixo maior mede 7. 
b) Segmento de reta de extremos (2; 7) e (6; 10) 
c) Conjunto vazio 


13.9) 3x2+3y2 -2xy +4x-4y+20=0 


2 2 
13.11) dg taço! 
. ms 
bg tag =| 
2 2 
agp. 


13.12) a) (W13:;0) e (-N13;0) 948,0) é aço 0) 
b) (0;V 17) e (0;-N 17) D (1;0) e (-1;0) 

o) (W3;0) e (-N3;0) Vs SA 
: A g) « :0) el 

d) (0;1) e (0;-1) E 


;0) 

13.13) E sb. 
“tua Dal si | 
1315) e=5 


13.16) (0;-3) e (4;0) 
13.17) 3x - 8y+10=0 e x-2=0 


13.18) y- 2 tiva E ed vlp=ts VA VA 3) 
13.19) x-2y +5=0 e x-2y-5=0 


(x-8)2 (y-4)2 (x - E. =. 
E ui na = 


rip o, Grip 
9 


13.22) a) =1 


13.23) =1 


81 
8 


13.24) EP 
13.25) a) C'(-1; 1) 
bd) Fcl-V5;1) e Falcl+NV5:1) | 


2 
O) Cu , 


13.26) C(-2; -1), Fy(-2; -2), Fa(-2; 0) 


(x-22 ,W+12 
25 9 


13.27) =1 


b) 


13.35) 


l 14.5) a) 2 v41 
| 247 


14.6) a) aus -7 di 


14.7) 20N2 
14.8) 53º 
14.9) -16x2+ 5y2 + 16x + 10y - 20xy +41 = 0 


14.10) a) Hipérbole de focos Fy(2; 1) e Fx6; 4), com eixo real medindo 4. 


b) É o conjunto das duas semi-retas re- 
presentadas na figura ao lado. 

c) conjunto vazio 

d) É a mediatriz do segmento FF», onde 


F1(2;1) e Fa(6; 4). 
2 2 

14.13) a) F ” E =: É b) 

14.14) 4) y = £+2 VM Vs, b) 


2 2 
14.15) 0" | 


14.16) 2x2- 2792 - 9 =0 


14.17) NH2 
14.18) a) vz 
, a 
naEE 
2 
2 
= 2 
E vz 
y=tx 
14.19) Et A, (2 desde oe 
14.20) 3x -y +N7 =0 € 3x-y-NV7=0 
14.23) ae et 01 pipi. 
Gm (x - 42 YteSE- 
14.24) a) “e =1 pi = 
fe ME y2 
14.25) "1 
14.26) Rs PE b) dia 


G-12 


«4 


14.27) à) C(-1: 0); Fy(c1-2/2;0) E(c1+2N2:;0) y= + Ea +1) 
b) CO; 1); Fi(-2N5; 1); BVS; D;y-1= + 


o) Cel; 1); Fil -N5;1); Fai +N5; 1); y-1=t /2+ 1) 
v2 


d) 062; 1); Fil2 = V3; 1; Fa2 + VB; 1); y-1= 52 +) 


2 2 dé 2 2 
14.29) dies! qt SD. 
yo W-12 «+32 
dir a 44 pe ae À 
14.31) a) b) 


15.4) a) parábola d) hipérbole 
b) circunferência e) conjunto vazio 
c) elipse 

15.5) k = 6 


16.12) 


16.13) 


16.14) 


16.17) 


16.18) 


a) reta de equação x + y-4=0, mediatriz de AB 
b) circunferência de centro (-1; 1) e raio 6 


reta de equação 2x - 3y + 4 = 0, paralela às retas dadas (reta “média”) 


Seja P(x; y) um ponto qualquer do lugar; então: 
8 5 ax + by + k; ax + by + k 
Pr * ÉPs Er 


Va2+ tb Vai + bi | gi 


ax + by + kj =+(ax + by + k) (D 
<> 


ou 
ax + by +k=-(ax- by + k) (11) 


A possibilidade (1) não nos convém, pois ky É ka 
A possibilidade (II) nos dá a equação: 


Zax + 2by + (ky + kj) = 0 


Dividindo por 2, vem a equação de uma reta, conforme a nossa tese: 


ax+ty + dita, O 


Reunião de duas retas, paralelas à reta dada, cujas equações são 7x - * 24y - 125=0 
e7x-24y+125=0. 


Reunião das duas retas de equações 6x - 5y -6=0e 10x + 3y + 2 = 0, ambas passando 
pela interseção de (r) e (s). 


Reunião de duas circunferências de cen- 
tros (-1; 0) e (1; 0), e raio 1: x 


Reunião de 4 arcos de circunferências 


de raio V2 (conforme a figura) com 
a origem do sistema. 


v2 


16.19) uma elipse com focos (-3; 0) e A(3; 0) e excentricidade e = rr 


16.20) 


16.21) 


16.22) 
16.23) 
16.24) 


16.25) 


16.26) 
16.27) 


16.28) 


16.29) 


16.30) 


16.31) 


uma hipérbole com focos (16; 0) e A(-16; 0) e excentricidade e = 2 


uma parábola, de equação y = 4x2+ 8x 
como mostra a figura, excluídos os pontos 
(0; 0) e (1; 12). 


x2 +y2 -2xy + 8x + 8 = 0; uma parábola 
circunferência concêntrica à dada: centro (2; 0) e raio 5 
2x-9y-3=0 


a) reta de equação y = 3x - 1 
b) parábola de equação y =x2- 6x +5 


circunferência de centro (0; 0) e raio 3 v2 


elipse com centro (-3; 0), eixo maior (2a = 5) paralelo a y, e excentricidade e = 0,6 


3 


elipse com centro (0; 4), eixo maior (2a = 8) paralelo a x, e excentricidade e = 


2 
a) 8x2 + 9y2 - 8x = 16; uma elipse 
b) 8x2 + 9y2 - 8x = 0; uma elipse 
Escolhida a extremidade (-a; 0), temos uma elipse com centro 5 , 0), eixo maior iguala 


a e contido em x, e excentricidade igual à da elipse dada. 
Se escolhida a outra extremidade, o centro dessa elipse se desloca para o ponto G 0), 


ocorrendo, portanto, uma translação do lugar. 


circunferência de centro (0; 0) e raio 4N2 


16.32) a) 


16.33) a) 


b) 


Px Ay = 2201 


(excluem-se o pontos do eixo y) 


16.35) 16.36) 


ig E DA De 4 
| 2+y2-2x<0 | 
1 1 


16.37) 


RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS SUPLEMENTARES 


Li) xy =-4exg =17 


ou 
x, = 10e xg = 11 


L2) a) b) 


L3) r=10 


L4) (-4;4), (0; 12), (8,0) 

LS) (4;-2) 

L6) 39 

17) (1; -2) 

L8) (-5;0) e (7;6) 

19) (3; 8) 

L10) A(3;-3), B(-7,13), C(7;-7) 
I.1) 36x + 24y + 35 = 0 

0.2) (m-1;1-m) 


3) 8x +3y-23=0 


14) 3x -4y +15=0 
IS) 3x -5y-21=0 


1.6) 19 modo 


Em primeiro lugar, determinamos a interseção das retas de equações x - 2y - 8= 0 
e 3xt+ty-3=0, obtendo o ponto P(2; -3). Em seguida, substituímos as coordenadas 
de P na equação da terceira reta, obtendo uma sentença verdadeira para quaisquer 
valores de a e b. 


29 modo 


Usando a teoria dos sistemas lineares, pode-se demonstrar que a condição 
necessária e suficiente para que as retas de equações 


ax + by tc; =0 
ax t boy + co =0 
asx t bgy + cg =0 


passem por um mesmo ponto é que o determinante 


a bc 


D = az ba cz 
as bz c3 
seja nulo. 
Assim, no nosso caso temos: 
1 -2 -8 
AD = 3 1 -3 =0 
a+3b b-a -Sa-3b 
JET). (338) 
0.8) (-1;3) 
ss 
11.9) far 3 ) 


H.10)a=6e b=-8 


ID 5 


1.12) 5 


[.13) Fatorando a expressão “x? - 3x2 - 4x + 12”, obtemos: 
x3-3x2-4x+12 = x2(x-3) - 4(x-3) = (x-3)(x2-4) = (x-3)(x+2)(x- 2) 


Assim, a equação dada representa a reunião das retas de equaçõesx - 3 = 0,x+2 = 0 
ex-2=0. 


mig k=5 5 4 --+ 
1115) (1;-1) 


2 ” 
1.16) - 3 


1.17) (4N3 - 60) ou (43 + 6;0) 
1.18) 5x - 9y + 57 =0 

11.19) retângulo 

1.20) V3x - 3y- 5V3=0 

120) V3x+y-5V3=0 


1.22) 

1.23) paralelas 

126 (202; 189, 
1 

1.25) T3 


0.26) Sx + 2y + 20 =0 ou 5x+2y - 20=0 


ja 


120)y=2x-4e y=-5+ 


ou 


y=-2xX+8 e y=T+o 


1.28) Adotamos um sistema de coordenadas 
tal que A(O; 0), B(a; 0), C(a; a), D(O; a) 
e E(b; 0). 


Equação de DE: y=a -7* 


— —, 
Procuramos a interseção de DE com BC obtendo: 


- aê 
Fa; DE) 


e» b-a 
Equação de AF: y = (x 


E sit 
às Equação de CE: y = (25) -b) 


ab? -a2b 
Imerseção de AF « CÊ: Grip 5 E UiaD) 


Coeficiente angular da reta BG: my = E 


a 
-— RA 
Coeficiente angular de DE: mz = 
E e q 
my*my =-1 = BG e DE são perpendiculares 


11.29) Determinamos as projeções de D e B sobre AC, obtendo: 


Os segmentos DF e BE são perpendiculares a AC e portanto são paralelos entre si. 
Portanto, falta apenas demonstrar que DE e FB são paralelos. 


Yao y 3 
m, = coeficiente angular de FB = Et, 
Xg-Xp à 
Jp-Y 3 
ma = coeficiente angular de DE = de = » 
Xp-Xp à 


my = my ==> FB e DE são paralelos. 
1.30) D(4; 3), E(6; 4), F(10; 6) 


HI.1) 


Tr 


01.2) (-1;7) e (7;-1) 


W1.3) Va +b 


Wl.4) a=1 ou a= 


-23 á 
27 


HIS) 2ax - 2by +ta+b=0 e 2bx+2ay +a-b=0 


3 2 
11.6) a e ES Tas 
m1.7) éV10 q 42 e Esto 
Ns 
H1L8) 0 
H1.9) zero 
-10 10, (9. 
11.10) -—" 3 e (-2;2) 


ML11) 3x -y-2=0 o 5x-3y-2=0 


1.12) 2V3 
ga de Ed da 
11.13) (1;8) ou E q ) 


W1.14) Façamos: A(O; b), B(-a; 0), C(a; 0) e 
P(c; 0). 
Sejam re s as retas-suportes dos lados 
AB e AC, respectivamente. Suas equa- 
ções são: 
(r): bx - ay + ab 
(s): bx + ay - ab 


RR] 
o 


441 


Fazemos a sinalização dos semiplanos determinados por r e s (ver figura). 


be + abl bc+ab p 
VbZ+a?2 vb? +a2 , 

Ne -abl — ab-be ' 
dps Vb2+a2 Vb2 + a? a 
|-ab - ab] 2ab dE 
dps Vb2+rai  Vb2+ai arm 


Comparando I, Il e III, concluímos: 
dpr + Ops = dps 
IV.ll) k=4 ou k=-2 
19 
IV.2) 2 


IV.3) 4x2 + 4y2 - 4x -4y +1=0 
1V.4) (0; 43), (3;0), (1:0) 

IV.5) (1;1) e (-1;2) 
1v.6) 2/2 

IV.7) (2;0) e (6;0) 

Iv.8) r=1 

IVv.9) 6x + 7y -1=0 e 2x +9y -7=0 
IV.10) 3x - 2y + 12=0 e3x-2y- 14 =0 


2V2 . 2N2 


= 


IV.11) 


V.1) circunferência de raio Wk2 + 2pk 
e centro (0; p + k) 


V.2) Reta de equação =+ T= 1, que passa pelas projeções do ponto P sobre Ox e Oy. 


V.3) Segmento de reta que liga o ponto médio 
de CA e o ponto médio da altura BO. 


V.4) Equação da parábola: x? - 2xy + y2 + 10x + 6y - 39 = 0; equação da perpendicular por 
Tad:x-y-7=o0; interseção D(7; 0); equação de FT: 7x + y - 9 = 0; bissetriz do ângulo 
FTD: 3x-y-11=0. 


2-2 
V.5) ar V.6) c2(a2+ m2b2) = m2(a2- b2)2 


"er bd? (+ db?) 
Dk mo mn. 


V.8) Obtenha a equação da tangente paralela à reta dada. Determine o ponto T de tangência. A 
distância de T à reta dada é a resposta (3 Vs >. 


-V2 


V.9. (mM <0 ou m>l) e Big ão 


V.10) Um deles é externo e o outro pertence à circunferência. 


V.12) condição de existência:y >0ey Ele 1l<x<2 


yv>l: 3%xX-x2-2<y j 
0<y<l: de 2357] (parábola) 


(fronteiras excluídas) 


Vl3) a?=b:b2 -(x+I)b+x2-y=0; ADO,p>0,5>0 
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